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RESUME

Nous passons en revue les travaux menant a la résolution de la conjecture de triangulation
des variétés topologiques. Nous traitons le probléme indépendamment pour chacune des
dimensions 2, 3 et 4 et pour les dimensions 5 et plus. Pour chaque cas, nous présentons les
outils conduisant aux résultats principaux et explicitons leur application a la conjecture
de triangulation. En particulier, le cas en dimensions 5 et plus est étudié en détail, notre
discussion passant entre autres par le lien entre le groupe de cobordisme d’homologie et
le probléme de triangulation, pour se rendre jusqu’au développement de I’homologie de
Floer Pin(2)-équivariante.

Mots-clés : topologie, triangulation, complexe simplicial, variété topologique, homologie
de Floer.






INTRODUCTION

Une variété topologique est un espace qui posséde localement la structure d’un espace eu-
clidien. En 1925, dans Die Topologie der Mannigfaltigkeiten, Hellmut Kneser décrit la dé-
composition de variétés topologiques en blocs élémentaires. Ces blocs, appelés simplezes,
munissent une variété ainsi décomposée d’une triangulation. Cette derniére confére a la
variété une structure combinatoire facilitant I’étude de ses propriétés globales. Pour M
une variété de dimension n, Kneser écrit : « Daf die beschriebene Zerlegung einer M
immer moglich ist, hat bisher nur fiir n < 2 allgemin, fiir héhere Dimension degegen nur

unter erleichternden Voraussetzungen bewiesen werden kénnen. ! »

Kneser souléve donc la question « Est-ce que toute variété topologique posséde une

triangulation 7 »

Dans cet ouvrage, nous présentons une revue des techniques utilisées au cours des XX°
et XXI° siécles afin de répondre a cette question, connue sous le nom de conjecture
de triangulation. Bien que nous ne réclamons pas l'originalité des résultats qui sont
exposés, notre présentation est la premiére, a notre connaissance, a regrouper tous les
résultats principaux menant & la résolution de la conjecture de triangulation. Aussi, en
plus de détailler les constructions nécessaires et de présenter en détail les démonstrations
pertinentes, nous mettons en lumiére les liens et implications qui ne sont pas explicités

dans la littérature actuelle.

De la démonstration de Radé en dimension 2 & la percée de Manolescu en dimensions 5

et plus, notre présentation s’étend sur prés d’un siécle de topologie. Il est donc attendu

1. [Notre traduction| « Le fait qu'une telle décomposition de M existe toujours n’a été démontré que
pour n < 2, alors qu’en dimensions supérieures, il n’a été démontré que dans des conditions particu-
liéres. »



que la lectrice ou le lecteur soit familiére ou familier avec les notions de topologie géné-
rale et qu’elle ou il ait & puiser de sources externes pour certaines notions de topologie
algébrique et de géométrie différentielle. La vaste étendue de notre exposé confére a
chaque chapitre une saveur distincte, de sorte qu’ils peuvent étre abordés indépendam-
ment selon I'intérét de la lectrice ou du lecteur, tout en gardant en téte que les préalables
peuvent différer d’un chapitre a 'autre. Notre exposé se voulant le plus autonome pos-
sible, nous définissons toute notion spécifique & notre discussion et toute assertion est

soit démontrée, soit accompagnée d’une référence.

Notre ouvrage est divisé en deux parties : la premiére traite de la triangulation des
variétés de dimension 2, 3 et 4 alors que la deuxiéme est consacrée aux variétés de

dimensions 5 et plus.

Dans la premiére partie, la triangulation est directement approchée. Aprés un premier
chapitre introduisant les concepts de complexes simpliciaux et de variétés topologiques,
nous construisons aux chapitres 2 et 3 une triangulation pour toute variété de dimensions
2 et 3 (Rado, 1925; Moise, 1952). Nous y adaptons les textes de la littérature dans un
langage concis de topologie générale en évitant d’introduire une terminologie superflue
et en agrémentant le tout de figures. En dimension 4, la topologie algébrique entre en
scéne avec la notion de signature, le théoréme de Rokhlin et le théoréme de Poincaré-
Perelman. Ce dernier, résolvant la conjecture de Poincaré au tournant du XXI® siécle,
méne & une démonstration efficace de la non-triangulabilité de la variété E8 de Freedman,
originalement démontrée par Casson en 1985. Nous consacrons une section du chapitre
4 & articuler la transition entre la topologie géométrique et la topologie algébrique d’un

complexe simplicial, ce qui nous permet d’appliquer le fameux théoréme.

La deuxiéme partie explore la conjecture de triangulation en dimensions 5 et plus. Deux
grandes étapes ont permis d’élucider cette derniére : sa réduction & un probléme de di-
mension 3, puis le développement et ’application d’une version involutive de I’homologie

de Floer.

Le chapitre 5 porte sur la premiére étape. Aprés avoir défini le groupe de corbordisme



d’homologie en dimension 3, nous montrons comment les structures linéaires par mor-
ceaux (PL) peuvent étre vues sous une persepctive homotopique. Nous définissons les
invariants de Kirby-Siebenmann et de Cohen-Martin-Sato-Sullivan qui relient les struc-
tures de variété topologique et de triangulation aux structures PL. Ceux-ci ménent au
théoréme de caractérisation de 'existence de triangulations de Galewski, Stern et Ma-
tumoto (Galewski et Stern, 1980 ; Matumoto, 1978), ce qui dirige notre attention sur

I’étude du groupe de cobordisme d’homologie en dimension 3.

Ce n’est que plus de trente ans aprés 'avancée de Galewski, Stern et Matumoto que
Manolescu développe 'homologie de Floer Pin(2)-équivariante qui permet de clore la
discussion sur la triangulation des variétés. En vue d’aborder ce sujet, nous révisons
d’abord les concepts de structures spin et spin® au chapitre 6. En plus d’y passer en
revue les résultats classiques portant sur le revétement double Spin(n) — SO(n) et les
classes caractéristiques, nous y démontrons aussi 1’équivalence entre les définitions de
structure spin® en tant que fibré Spin®-principal et en tant que fibré hermitien de rang
2 pour les variétés de dimension 3. Cette étape permet d’adapter les discussions qui

suivent selon la définition se prétant le mieux & la situation.

Aux chapitres 7 et 8, nous décrivons I’homologie de Floer version Seiberg-Witten (aussi
appelée homologie de Floer monopole) et 'homologie de Floer Pin(2)-équivariante telles
que développées par Kronheimer et Mrowka en 2007 et Lin en 2015 respectivement.
Nous avons opté pour 'approche de Lin, développée aprés la découverte originale de
Manolescu, compte tenu de sa calculabilité et de sa généralisation au-dela du contexte
des sphéres d’homologie. Ces homologies sont obtenues en considérant 1’ensemble des
solutions & un systéme d’équations — les équations de Seiberg-Witten — analogue au
gradient d’une fonction de Morse. Nous les présentons d’abord pour le cas général d’une
variété de dimension 3, puis nous montrons leur application au cas particulier des sphéres
d’homologie. Notre objectif étant de mettre en valeur les techniques employées pour
I’étude du groupe de cobordisme d’homologie, notre traitement du cas général se contente
d’introduire les objets et ingrédients pertinents. Le fait que ceux-ci soient bien définis

découle d’importants résultats analytiques : la lectrice et le lecteur intéressés pourront



consulter les références principales citées dans le texte.

Au chapitre 9, nous aboutissons & la résolution de la conjecture de triangulation. Nous
identifions les invariants de Manolescu émanant de ’homologie Pin(2)-équivariante, puis
nous exploitons leurs propriétés afin de montrer I’existence de variétés non triangulables
en dimension 5 et plus (Manolescu, 2015). Finalement, la discussion s’achéve avec une
construction explicite remontant & Galewski et Stern (Galewski et Stern, 1979) de va-

riétés non triangulables pour chaque dimension n > 5.

Nous espérons que cet ouvrage sera utile & quiconque voudrait comprendre 1’existence de
triangulations pour les variétés topologiques, en offrant une base solide pour apprécier
les raisonnements et les outils exploités. De plus, notre exposé est une illustration notoire
de I'étendue des avancées du dernier siécle en topologie de basse dimension. A cet égard,

il se veut aussi étre une source d’exemples d’application des techniques dans le domaine.



PREMIERE PARTIE

TRIANGULATION EN DIMENSIONS 2, 3 ET 4






CHAPITRE I

DEFINITIONS

1.1 Complexes simpliciaux

Définition 1.1.1. Soit un ensemble de points en position générale {vo, ...,v,} < R™ m >
n. Le n-simpleze 0 = vg ... v, est le plus petit sous-ensemble convexe de R™ contenant

{vo,...,vn}. Un n-simplexe est de dimension n.
Les points v; sont les sommets du simplexe o.

Une face de o est le plus petit sous-ensemble convexe de R™ contenant un sous-ensemble
de {vg,...,v,}. Ces faces sont elles-mémes des simplexes. Une face de dimension 1 est

une aréte.

Définition 1.1.2. Un compleze simplicial K est une collection de simplexes dans R™

telle que
1. Si un simplexe o est dans K, toutes les faces de ¢ sont dans K ;

2. L’intersection o n 7 de deux simplexes o, 7 de K est soit vide, soit une face de o

et de 7;

3. Tout simplexe o de K posséde un voisinage ouvert dans R™ n’intersectant qu’un

nombre fini d’autres simplexes de K.

On écrit o € K pour indiquer que le simplexe ¢ appartient au complexe K.

Définition 1.1.3. Deux complexes simpliciaux K et K’ sont isomorphes s’il existe

une bijection f entre I’ensemble des sommets de K et I'ensemble des sommets de K’



et si pour tout simplexe vg...v, € K on a que f(vg)...f(v,) est simplexe de K’ et,
réciproquement, si pour tout simplexe f(vg) ... f(v,) € K’ on a que vy . .. v, est simplexe

de K.

Définition 1.1.4. Un sous-complexe L d’un complexe simplicial K est un complexe

simplicial dont les simplexes appartiennent tous a K. On écrit L < K.

Définition 1.1.5. Le i-squelette d'un complexe simplicial K, noté K*?, est le sous-

complexe de K formé des simplexes de K de dimension égale ou inférieure & i.

Définition 1.1.6. L’union des simplexes de K est un espace topologique |K| muni de
la topologie induite par celle de R™. |K| est la réalisation géométrique de K. Selon le

contexte, on omettra parfois la notation | . |.

Définition 1.1.7. Si L et K sont des complexes simpliciaux tels que |L| = |K| et que
les simplexes de L sont contenus dans les simplexes que K, alors L est une subdivision

de K.

Proposition 1.1.8. Tout compleze simplicial K posséde une subdivision.

Démonstration. 11 suffit de considérer la subdivision barycentrique du complexe simpli-

cial. Elle est obtenue en considérant le barycentre de chaque simplexe, c’est-a-dire le

m
point de coordonnées v = > %Hvi pour un n-simplexe de sommets {v1,...,v,}. Po-
i=1

sons Ky = K. Par récurrence sur ¢, on forme les joints v * g* pour v barycentre d’un

(i + 1)-simplexe et o° < o**! pour obtenir un complexe K;1 & partir de K;. O

Définition 1.1.9. Le voisinage étoilé d’un simplexe o € K est I'union des simplexes de

K ayant o comme face.

Le lien d’un simplexe 0 € K est 'union des simplexes de K qui n’ont pas de face en

commun avec o et qui sont face d’un simplexe ayant ¢ comme face.

On note St(o) pour la réalisation géométrique du voisinage étoilé de o et St(o) pour
'union de l'intérieur des simplexes de St(o). On note Lk(o) pour la réalisation géomé-

trique du lien de o.



Proposition 1.1.10. St(o) = Lk(c) * o, ot * dénote le joint topologique.

Démonstration. Si deux simplexes disjoints sont faces d’'un méme simplexe, alors leur
joint est face de ce simplexe. Par exemple, pour le simplexe vgvy ...v,, le joint de ses
faces vouy ... vg et vpp1 ... 0,0 < k <1 < n, est égal au simplexe vouy ... VpUEL1 .- - V)
qui est bien face de vgvy ... v,. Ainsi, si 7 est un simplexe disjoint de o mais qui est face
d'un simplexe contenant o, le joint 7 * o est dans St(c). Puisque le lien est formé de

tous les simplexes respectant la description de 7, on a Lk(o) * o0 = St(o). O

Définition 1.1.11. Soit X < |K]|, ou K est un complexe simplicial. Un woisinage
simplicial de X est le sous-complexe L < K dont les simplexes sont faces d’'un simplexe

intersectant X.

Définition 1.1.12. Soit ¢ un simplexe. Une fonction f : 0 — R™ est linéaire si les

coordonnées de f(x) peuvent étre exprimées comme une fonction linéaire des coordonnées

m m
de x pour tout x € o. Autrement dit, si x = > a;e;,a; € R, et f(z) = D be;, b € R,
Pt )
'Lm (3
pour une base {e1,..., ey} de R™, alors b; = Y, cja; + d; pour des ¢;,d; € R.
j=1

En particulier, si les coordonnées barycentriques de tout = € o sont égales a celles de

f(x) € f(o), f est linéaire.

Une fonction f : |K| — R™ est linéaire par morceauzr (ou PL pour piecewise linear) s'il

existe une subdivision L de K telle que f|, est linéaire pour tout o € L.

Remarque. Si f(|K]|) est contenu dans un complexe simplicial K’ < R™ et si les
coordonnées barycentriques de f(o) sont égales a celles de o pour tout simplexe o € L

une subdivision de K, alors f est PL.

Si X est un espace topologique homéomorphe & un complexe simplicial K via un
homéomorphisme ¢, alors une fonction f : X — R est linéaire par morceaux si

fop t:|K|— R™ est linéaire par morceaux.

Si f: X — Y < R™ est un homéomorphisme entre espaces homéomorphes a des
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complexes simpliciaux et si f est linéaire par morceaux, alors f est un homéomorphisme

linéaire par morceauz. On dira alors que X et Y sont homéomorphes PL.

1.2 Variétés topologiques

Définition 1.2.1. Une wariété topologique de dimension n est un espace Hausdorff

paracompact dont chaque point posséde un voisinage homéomorphe a R”.

En particulier, une variété topologique est localement euclidienne. Ainsi, tout recou-
vrement ouvert d’une variété posséde un sous-recouvrement dénombrable car un espace

localement euclidien et paracompact est de Lindelof.

Définition 1.2.2. Une variété topologique M posséde une triangulation (ou est trian-

gulable) sl existe un complexe simplicial K tel que M =~ |K]|.

Définition 1.2.3. Une variété topologique M posséde une structure lisse si elle posséde

un atlas {U, =~ R"} dont les fonctions de transition sont lisses.

Définition 1.2.4. Une variété topologique M posséde une structure linéaire par mor-

ceaux (PL) si elle satisfait aux conditions suivantes, équivalentes entre elles :
1. M posséde un atlas {U, = R"} dont les fonctions de transition sont linéaires par

morceaux.

2. M posséde une triangulation dont les liens des sommets sont homéomorphes PL &

Gl

L’équivalence entre les définitions de structure PL est démontrée & la section 5.2.

J.H.C. Whitehead a démontré (Whitehead, 1940) que toute variété lisse posséde une
structure PL en construisant une triangulation appropriée. Les travaux de Smale, Cerf,
Munkres, Hirsch et Mazur démontrent que la contraposée est vraie seulement en dimen-

sions égale ou inférieures a 7 (Milnor, 2011, Théoréme 2).



CHAPITRE II

TRIANGULATION EN DIMENSION 2

2.1 Théoréme de Jordan-Schoenflies

Une surface, une variété de dimension 2, est triangulable si elle est homéomorphe & un
complexe simplicial de dimension 2. Un tel complexe est formé de 2-simplexes, homéo-
morphes a des disques D? et dont les faces forment un 1-complexe homéomorphe a S?.
Afin de passer de variété a complexe, il nous faudra « découper » la variété en des piéces

homéomorphes a D?.

A la fin du XIX€ siécle, Camille Jordan tente de démontrer qu'une courbe simple fermée
dans S?, c’est-a-dire 'image d’un plongement S < S2, sépare S? en deux régions, c’est-
a~dire que SQ\S I est constitué de deux composantes connexes. Cet énoncé en apparence
simple se révele étre ardu a établir, & un point tel que la démonstration de Jordan
s’avére erronée. Ce n’est qu'un quart de siécle plus tard qu’elle fut complétée par Arthur
Schoenflies, qui montre en plus que ces régions sont homéomorphes & des disques. C’est ce
théoréeme, fondamental en topologie de basse dimension, qui nous permettra de construire

I’homéomorphisme entre une surface et un complexe simplicial de dimension 2.

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de Jordan-Schoenflies). Soit une courbe simple fermée
C sur une sphére S%. La courbe C sépare S* en deux composantes connexes, chacune

homéomorphe & un disque ouvert D?.

En retirant un point de S? pour obtenir un plan R?, on a que C' délimite un disque D?
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dans R2.

Une démonstration accessible du théoréme peut étre consultée dans Thomassen, 1992,

Sections 2 et 3.

2.2 Théoréme de Rado

Théoréme 2.2.1 (Rado, 1925). Toute surface posséde une triangulation.

L’existence d’une triangulation pour une surface S se traduit par le fait qu’il existe un
recouvrement {7} };en de S et des homéomorphismes f; : T; — T/ < R? tels que T/ soit
un triangle du plan. De plus, pour T;,T; éléments distincts de la triangulation, T3, T}
sont soit disjoints, soit ont un point en commun, ou alors ils ont I'image par fi_1 d’une

aréte de T} et I'image par fj_1 d’une aréte de TJ’ en commun.

Afin de démontrer le théoréme de Rado, nous suivons dans ce chapitre I'approche gé-
nérale de Thomassen (Thomassen, 1992, Section 4) et de Gallier et Xu (Gallier et Xu,
2013, Chapitre E) que nous présentons dans un langage de topologie générale afin de

rendre la discussion accessible et autonome.

La stratégie de la démonstration consiste & partitionner la surface en régions homéo-
morphes & des polygones du plan. Il s’agit de trouver un recouvrement dont les éléments
ont des bords qui s’intersectent en un nombre fini de fois. Ensuite, on construit des
homéomorphismes pour obtenir la triangulation voulue.

Soit S une surface. Soit | J U, un recouvrement ouvert de S, ot U, est voisinage de
peS

p € S homéomorphe au disque ouvert D?. Dans chaque Up, on considére @, contenant

p et homéomorphe & un disque fermé. Par paracompacité de S, on extrait du recou-

vrement ouvert | J int(Q,) un sous-recouvrement dénombrable [ J int(Q;), o int(Q;) €
pe§ ieN

{int(Qp),p € S}. Notons U; les ouverts U, contenant les @); du sous-recouvrement dé-

nombrable. Supposons que les homéomorphismes ¢; : U; — D? aient des images deux a

deux disjointes dans R2. Posons @; = p(Qi).
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2.2.1 Finitude de l'intersection entre les bords des ouverts du recouvrement

Les bords 0@ sont des courbes fermées simples. On veut montrer qu’on peut choisir les
int(@;-) c D; de sorte que les images de leurs bords par les go{l respectifs s’intersectent en
un nombre fini de points sur S. Par continuité, on a wgla@ =0Q; c Sety; ! int(@;) =
int(Q;) < S.
Proposition 2.2.2. [l existe un recouvrement | J int(Q;) tel que pour tout i,j € N,

1eN

|0Q; N Q| < 0.

Afin d’obtenir ce résultat, nous démontrons d’abord deux lemmes en supposant qu’il
existe 4, j tels que |0Q; N 0Q;| = oo. Fixons une paramétrisation v; : [0,1] — 0Q; de

0Q; = S' pour tout i € N.

Définition 2.2.3. Soit une paramétrisation de 7 : [0,1] — S de S'. Un segment est
I'image par 7 d’un sous-intervalle fermé de [0, 1], c’est-a-dire un ensemble 7([a, b]) pour

[a,b] < [0, 1].

Lemme 2.2.4. On peut supposer que |0Q;N0Q ;| ne contient pas de segments v;([a,b]) =
([, ¥]).

Démonstration. Si |0Q; N 0Q);| contient un segment L = v;([a,b]) = v;([a’,V']), il suffit
de remplacer Q; par Q; U D? obtenu de la fagon suivante. On attache [0, 1] le long de
0L < 0Q;, puis un disque le long de [0,1] U L, de sorte que @Q; U D? ainsi obtenu soit
contenu dans U; (Fig. 2.1). O

Considérons un fermé a; < D; tel que Q; < int(a;). Remplacer int(Q);) par int(Q}) nous

donne encore un recouvrement de S.

On fixe une paramétrisation 7, : [0,1] — 0Q’ de 0Q} =~ S*.
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FIGURE 2.1 — Elimination d’'un segment L en commun

Soit € la distance minimale entre un point de 0Q; et un point de 0Q);, c’est-a-dire

dist(0Q;, 0Q)) = e.

Il existe une infinité de segments de 0Q); dans S\ int(Q;), puisqu'il existe une infinité de

t tels que 7;(t) € |0Q; N 0Q);| par hypothése.

Lemme 2.2.5. I] existe un nombre fini de segments v;([a,b]) de 0Q; tels que (Fig. 2.2)
1. vi([a,b]) < S\int(Q;),
2. vj(a),v;(b) € 0Q; N 0Q;,
3. vj([a,b]) N 0Q; # @.

Démonstration. Supposons qu’il existe un nombre infini de segments tels que décrits dans
I’énoncé. Considérons en un sous-ensemble infini dénombrable, qui ont des extrémités
v (rn) = Upn,7v;(sn) = vy € 0Q; de sorte que 1, < s, < Tpi1 < Sp41 dans [0,1] (Fig.
2.2). On peut supposer que v;(0) = 7;(1) € int(Q;) si bien que 7y, s, # 0,1 pour tout
neN.

Soit {py} la suite donnée par po,—1 = uy, et pa, = vy.

On peut supposer que cette suite converge vers un v;(tgp) = p € 0Q; N 0Q;, puisque

0Q; N 0Q; est un compact de S par continuité de gol-_l,goj_l (avec 8@;, (9@; étant des
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FIGURE 2.2 — Un segment ;([7y, sp]) et ses extrémités uy,, vy,

compacts de R?). Les sous-suites {u,} et {v,} convergent aussi vers p, par unicité de la

limite. Par continuité de 'yj_l sur (0, 1), les suites {r,} et {s,} convergent vers t.

Par continuité de ~;, il existe 6 > 0 tel que |t —tg| < § implique que y(¢), un point de

0Q);, soit contenu dans la boule ouverte B(p, €/2).

Par convergence des suites {r,} et {s,} vers g, 'intervalle (¢y — d,%y + 0) contient un
couple 7, si. Par continuité de v;, on a [rg, sp] < (to — 0,t9 + J). Ainsi, le segment

d’extrémités ug, vy est contenu dans B(p, €/2).

Or, B(p, ¢/2) n'instersecte pas dQ);. Par conséquent, le segment d’extrémités uy, vy n’in-

tersecte pas 0@}, contredisant la définition des uy,, vy,. O

Démonstration. (Proposition 2.2.2) Le lemme précédent nous permet de conclure la
démonstration de la proposition. Il nous donne que 0@ n’intersecte pas une infinité des
segments de 0Q; qui intersectent 0Q; : on remplace @; par @} dans le recouvrement de
S. Or, il se peut que 0@} intersecte 0Q); une infinité de fois en d’autres segments ou qu'’il
intersecte un autre 0Qy, k # ¢, j une infinité de fois. On considére alors un nouveau fermé

Q! dans U; tel que Q7 o int(Q}), ou alors tel que Q; < int(Q7) < Q7 < int(Q}) (Fig.

7



16

2.3). Le bord 0Q7 intersecte 0Q; un nombre fini de fois par le méme raisonnement que
dans la démonstration du lemme. On remplace alors @)} par @7 dans le recouvrement. Si
0Q7 intersecte un nombre infini de fois un 0Q, on applique le méme raisonnement en
remplacant le role de Q) par Q7. Cette procédure aboutit aprés un nombre fini de fois

pour chaque ¢ € N, par paracompacité de S. O

FIGURE 2.3 — Remplacement de Q;" par Q7

2.2.2  Application du théoréme de Jordan-Schoenflies

Démonstration. (Théoréme 2.2.1) Soit | J int(Q);) un recouvrement de S tel que [0Q; N
€N
2Q;| < . Considérons

Qinpi( U 9Q;) « R

jeN
Il s’agit de 'image dans @ des 0Q); intersectant ; sur S. Cet ensemble peut étre vu
comme un nombre fini de segments qui partitionnent @ en régions. Ces derniéres sont

délimitées par des courbes fermées simples, en I'occurence des segments des ¢;(0Q);) et

de 6@;.

Soit C une de ces courbes et soit m le nombre de points de C' qui sont éléments d’une
intersection ¢;(0Q;) N vi(0Qk), j,k € N. On peut supposer que m > 3. En effet, si

m = 2, alors la région délimitée par ¢~ 1C' est contenue dans un int(Q;),! # j, k ; il suffit
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d’ajouter un ouvert () au recouvrement, de sorte qu’exactement un des deux points de
0Q; N Q. soit contenu dans Q et Q < int(Q;) (Fig. 2.4). Sim =1 ou 0, alors ¢~ 1C est
bord d'un @); inclus dans un autre ouvert du recouvrement ou bien, pour le cas m = 0,
S est une sphére recouverte par deux ouverts Q1 et Q- : il suffit de ne pas considérer Q);
dans le recouvrement de S et dans le cas de la sphére, on ajoute un ouvert dont le bord

intersecte Q1 et 0Q)2 en deux points chacun, ce qui raméne au cas m = 2.

FIGURE 2.4 — 0Q) sépare la région grise en deux régions
délimitées par les segments rejoignant les points p,7, s et ¢, s, 7

Par le théoréme de Jordan-Schoenflies (Théoréme 2.1.1), C' délimite une région homéo-
morphe & un polygone régulier de m codtés, ot chaque c6té est homéomorphe a un segment

de C délimité par des points appartenant a une intersection ¢;(0Q;) N i(0Qk), j, k € N.

On peut supposer que les homéomorphismes ainsi obtenus entre chaque région et un
polygone donnent comme images des polygones deux a deux disjoints dans R%. On
triangule les polygones de plus de trois cotés en formant les joints d’un point de 'intérieur
avec chacune des arétes. En identifiant les cotés provenant de régions adjacentes et
en identifiant les polygones provenant d’une méme intersection @Q; N @;, on obtient la

triangulation voulue (Fig. 2.5). O
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«

FI1GURE 2.5 — Exemple de triangulation pour deux ouverts s’intersectant



CHAPITRE III

TRIANGULATION EN DIMENSION 3

3.1 Théoréme de Schoenflies généralisé

En dimension 2, 'existence de triangulations s’appuie sur le théoréme de Jordan-Schoenflies
qui ne se généralise pas en dimensions supérieures & moins d’y ajouter une condition sur

la sphére "1 < S™.

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de Schoenflies généralisé, Brown, 1960). Soit une sphére
Sn—L < 87 §i S est a bicollier dans S™, alors elle divise S™ en deuz composantes

connexes, chacune homéomorphe & une boule de dimension n.

Par « & bicollier » , on veut dire qu’il existe un plongement i : S"~1 x [—1,1] — S™ tel
que i(S™ ! x 0) = S"L. La sphére cornue d’Alezandre est un fameux contre-exemple
a l'assertion sans condition de bicollarité (Fig. 3.1). En effet, le groupe fondamental de
I'une des composantes du complément de la sphére cornue dans S3 n’est pas finiment
engendré (il faut un générateur pour chaque « corne » ); cette composante ne peut étre

une boule de dimension 3, dont le groupe fondamental est trivial.

Si on répétait la stratégie vue au chapitre précédent pour les variétés de dimension 3,
on se heurterait a cette condition de bicollarité lorsque vient le temps de considérer des
sphéres délimitant des régions des boules du recouvrement. Rien ne garantit que ces
sphéres possédent un voisinage homéomorphe & S"~! x [—~1,1]. Il n’est donc pas donné

que ces régions soient triangulables.
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F1GURE 3.1 — La sphére cornue d’Alexandre

3.2 Théoréme du lacet de Papakyriakopoulos

Afin de démontrer la triangulation des variétés de dimension 3, on voudra ici encore
se ramener & des sous-espaces qu’on sait trianguler. On obtiendra ces derniers grace au

théoréme du lacet de Papakyriakopoulos.

Théoréme 3.2.1 (Loop theorem, Papakyriakopoulos, 1956). Soit F' une surface a deux
cotés dans M, une variété de dimension 3. St ’homomorphisme m1(F) — m (M) induit
par Uinclusion n’a pas un noyau trivial, alors il existe un disque D*> < M tel que D*nF =

0D? et [0D?] # 0 € my(F).

Une démonstration compléte du théoréme est présentée dans Rolfsen, 2003, Appendice

B.
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3.3 Théoréme de Moise

Théoréme 3.3.1 (Moise, 1952). Toute variété de dimension 3 est triangulable.

L’existence d’une triangulation pour toute variété de dimension 3 a été démontrée pour
la premiére fois par Edwin Moise en 1952 (Moise, 1952), avant la percée de Papakyriako-
poulos avec le théoréme du lacet. En 1971, Peter Shalen incorpore le théoréme du lacet
dans une nouvelle démonstration du théoréme de Moise (Shalen, 1984). Nous présen-
tons ici la démonstration réinventée en 1977 par Moise lui-méme, qui combine ses idées

originales a celles de Shalen (Moise, 1977, Théoréme 35.3).

Notre traitement adapte des résultats plus généraux de Moise en des lemmes et pro-
positions qui s’appliquent directement a la démonstration du théoréme. De plus, nous
employons des notions d’homotopie la ot Moise utilise dans son traité de 1977 des
constructions détaillées de topologie générale. Une telle approche semble naturelle étant
donné que le théoréme du lacet est lui-méme & saveur homotopique. Aussi, nous agré-
mentons le tout de figures. Notons que bien que les figures de la section 3.3.1 illustrent
une variété de dimension 2, 'idée qu’elles véhiculent se traduit directement & la situation

en dimension 3.
3.3.1 Démonstration du théoréme de Moise

Démonstration. Soit M variété. Il existe des voisinages ouverts N, =~ D™ de p pour tout
p € M, ou D™ est boule ouverte de dimension m = dim M. Considérons des voisinages
ouverts de p Nz/) ~ D™ tels que F{, < N, ; ils forment un recouvrement de M. Puisque M
est paracompacte, on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable {N/ },cn. Nous

avons donc des paires D™ ~ N} < N,, =~ D™.

Puisque N7 =~ D™, il existe un complexe simplicial K tel que |K1| < N;i. On subdivise

K afin d’obtenir un sous-complexe K7 tel que N| < |K}| et |K}| n0|K1| = @ (Fig. 3.2).

Par récurrence, montrons que pour tout n > 1 il existe un complexe fini K, tel que
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FIGURE 3.2 — Les complexes K et KJ.

n
U N/ < |K]|, on K], est sous-complexe de K, tel que |K}| n 0|K,| = @, et tel que
i=1

K] _ est sous-complexe de K.

L’idée est d’étendre le complexe K, sur N, 1. Pour ce faire, il est nécessaire d’avoir
une structure simpliciale sur N, 1 n 0|K,|. Or, le plongement f : |K,| < M n’est pas
nécessairement PL sur N1 n 0|K,| < R™. On cherche donc & définir une certaine

transition entre f et une fonction g qui est PL sur Ny n 0| K.

Considérons un voisinage ouvert V' de N, 11 n 0| K,,| dans |K,|, et inclus dans |K,|\|K],|
(Fig. 3.3). Par la proposition 3.3.2 démontrée plus bas, lorsque dim M = 3 (ou 2), il

existe un homéomorphisme h : |Ky| = V < N, 41 ou Ky est un complexe simplicial.

-———

Nn+1

FIGURE 3.3 — V est voisinage de Ny, 41 N 0| K, | et est ouvert dans |K,,|.

Le coeur de la démonstration réside dans le fait que h peut-étre approximée (Prop. 3.3.3)

par un homéomorphisme PL g : |[Ky| — V < N1 qui est compatible avec f k., \ x>
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c’est-a-dire que la fonction

g sur Ky
/
f. sur [Ko\| Ky

est continue sur |Kp|.

Elle confére a N1 n 0|K,| la structure simpliciale nécessaire afin qu’un complexe fini

L soit tel que (Fig. 3.4)
1. L u K, est complexe simplicial ;

2. |L| n|Ky| =0|L| n0|Ky| © Npg1;
3. Ny < |L| v |Kyl

De plus, il existe un sous-complexe L’ d’une subdivision de L tel que (Fig. 3.4)

1. |L| n|Ky| = 0L | n 0| Kyl ;
2. Nl ., c|L'|U|K,l;
3. |[L'|nd|L| = @.
Par la méme construction que celle & la fin de la démonstration de la proposition 3.3.2

présentée plus loin, en subdivisant les simplexes de K, intersectant L', on aura que

L' U K,, forme un complexe simplicial.

-———

Nn+1

FIGURE 3.4 — Les complexes L et L’.

Du coté de |K,|, on considére un sous-complexe K,/ d’une subdivision de K, tel que

(Fig. 3.5).
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L N 0Ky c K]

2. K| n 0|Ky| < 0|L].

FIGURE 3.5 — Le sous-complexe K.

Aprés subdivision appropriée de L’ et K, on définit les complexes simpliciaux finis

(Figures 3.5 et 3.6)

Kpi1=Lu Ky,
r 7 / "
ni1 =L UK, UK,

~ n
Puisque | Ky |n|K},| = @, f coincide avec f sur | IV;, ce dernier étant inclus dans | KJ,|.
i=1

n+1

Il s’ensuit que K41 et K, sont bien tels que |J N; < |K, | avec |K]  |n0|Kyi1| =
i=1

@, et K, est sous-complexe de K/, ; (Fig. 3.6).

FIGURE 3.6 — Les complexes K1 et K, ;.



25

L’union K = |J K, est un complexe simplicial tel que |K| ¢ M et M < |J N},
neN neN

U |K},| = |K]. On en conclut que M = |K]|, ce qu'il fallait démontrer pour obtenir une

neN

triangulation de M.

Nous démontrons dans les deux sections suivantes les propositions 3.3.2 et 3.3.3 utilisées

plus haut, ce qui complétera la démonstration du théoréme.
3.3.2 Complexe simplicial homéomorphe & un ouvert

Proposition 3.3.2. Soit K compleze simplicial fini et U ouvert de |K|. Il existe K tel

que |Ky| = U et dont chaque simpleze est simpleze d’une subdivision de K.

Démonstration. Soit une suite de complexes {K;}eny o K1 = K et ou les K; sont tels
que
1. K;.1 est subdivision de K;;
2. lim (sup {diam(o) | o simplexe € KZ}> =0.
100 O'GKZ'
Une telle suite existe puisqu’on peut prendre K;,1 comme étant la i-éme subdivision

barycentrique de K.

Nous voulons maintenant montrer ’existence pour tout € N d’une famille de complexes
simpliciaux {L;}]_; et d’un sous-ensemble d’indices {n;}/_; < N tels que, pour L, =

,
(U |Li| on ait
i=1

(i) L; est sous-complexe de Ky, ;

(i) n; < nig1;

)
)
(iii) £, < U, VreN;
(iv) Lr-1 < Ly
)

(v) Pour tout o € K,,, si |o] < U, alors o € L,.

Procédons par récurrence sur r. Pour r = 1, prenons L; = {0 € K; | |o] < U}, avec

ni = 1. Les conditions (i)-(v) sont vérifiées par construction.
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Supposons par hypothése de récurrence qu'il existe une famille {L;}/_, vérifiant (i)-(v).

Montrons qu’on peut trouver L, tel que {L;}/*] respecte aussi (i)-(v).

K étant complexe fini, on a |[K[\U compact. De méme, L, est une union finie de sous-
complexes de subdivisions finies de K, alors elle est compacte. Ainsi, il existe € > 0 tel
que dist(z,y) > € pour tout x € |K|\U,y € L,. En effet, supposons le contraire : on peut
donc trouver des suites {z,} < |[K|\U et {y,} € L, telles que dist(x,,y,) converge vers
0. Par compacité, la suite {(z,,yn)} converge vers un (x,y) € |K| x |K|. La fonction

distance |K| x |K| — Rx( étant continue, on a
dist(z,y) = lim dist(zp,yn) =0
n—o0

d’ou = y. Ce dernier est donc point d’accumulation de |[K[\U. Or, |K|\U est fermé
car U est ouvert par hypothése, d’ou y € |K|\U puisqu’un fermé contient tous ses points
d’accumulation. On obtient une contradiction de (iii) disant que £, < U et donc que y

doit étre dans U.

Parmi les K;,i € N, il existe un K,

., tel que SUPger, | diam(o) < €, et npp1 > Ny

Posons L,4+; = {0 € K,

K,

Nr+1

-1 | int|o| € U\L,}, c’est-a-dire I’ensemble des simplexes de

dans U\L,, ainsi que ceux partageant une face avec le sous-complexe de K, _,

correspondant a l'espace L.

Montrons que la famille {L;}7*] vérifie (i)-(v). Par hypothése de récurrence, les condi-

tions sont vérifiées pour les ¢ = 1,...,r. Il suffit de les vérifier pour r + 1.

(i) Ly41 est sous-complexe de K, par construction;
(ii) n, < ny41 par notre choix de K, ;

(iii) Ly+1 < U par construction; alors L,41 = L, U Ly,41 < U, car L, < U par

hypotheése de récurrence ;

(iv) Il suffit de montrer que L,;1 # &, puisque par construction, si o € L, 1, alors

lo| & Ly, et onaura L,41 = Lyy1 0L, & L,. Considérons un o € K, partageant

r4+17?

une face avec le sous-complexe de K, ., correspondant a L,. Par notre choix de

r+1
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K

nes1, o0 a diam(o) < e. Le simplexe o est contenu dans U puisque la distance

entre |[K|\U et L, est € : il s’ensuit que o est élément de L.

Par conséquent, on peut définir £, pour tout r € N.

Par construction, on a U = |J |L,| = Tli_)nolo L,. Sans perte de généralité, supposons que
n, = r. Il se peut que L, u f,lil ne soit pas complexe simplicial, puisqu’un sommet v
de K41 n L,41 peut ne pas coincider avec un sommet de K, n L,. Dans ce cas, posons
o le simplexe de K, tel que v € |o|. On subdivise d’abord o afin qu'il coincide avec
le sous-complexe 0 N K1 de K, 1. Ensuite, il suffit de subdiviser tout simplexe 7 de
K, ayant o comme face de sorte qu’il y ait une aréte entre chaque paire de I’ensemble
discret formé du barycentre de 7, des sommets de 7 et de v. En procédant ainsi pour
tout sommet v, et pour tout r, on obtient le complexe désiré Kyy = |J L, . O
reN
Dans la démonstration du théoréme, en prenant U = V < N, et K le complexe fini

de K, la proposition 3.3.2 nous procure le complexe simplicial Ky . Puisque N,1+1 =

D3 >~ R3, on pourra appliquer la proposition suivante.
3.3.3 Approximation linéaire par morceaux

Proposition 3.3.3. Soit K complexe simplicial pour lequel il existe un homéomorphisme
h:|K|=UcR3. Soit ¢ :|K| — Rxg. Il existe un plongement linéaire par morceaux
f:|K|— R3 tel que

dist(h(z), f(z)) < 6()

pour tout x € |K|. On dit alors que f est une ¢p-approximation de h.

Pour démontrer la proposition, nous voulons trouver une ¢-approximation de h pour un

voisinage du 1-squelette de K qu’on étendra ensuite & K en entier.

Pour ce faire, démontrons d’abord la proposition dans le cas ou ¢ = € > 0, une constante,

et U =~ D3. Trouvons une e-approximation pour un voisinage du 1-squelette de K qu’on
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étendra ensuite & K en entier.

Lemme 3.3.4. Soit K complexe simplicial fini pour lequel il existe un homéomorphisme

h:|K|=D3cR3 Soite>0. Il existe f : |K| < R® une e-approzimation de h.

Démonstration. L’hypothése |K| =~ D3 nous permet de considérer K comme sous-
complexe d'un complexe simplicial homéomorphe a R3 et d’étendre h & un voisinage

simplicial K’ > K.

On choisit un voisinage simplicial N < K’ de K' tel que |K'| soit une rétraction de
|N| et |K!| < int |N|. Pour chaque aréte e de K, on considére un sous-complexe D, <
N homéomorphe a D2 de sorte que e n D, est un point et D, < ON. Ces disques
partitionnent N en des complexes C, homéomorphes a D3 de sorte que chaque C,

contienne exactement un sommet v € K (Fig. 3.9).
Montrons qu’il existe une e-approximation f|y de h|y.

Supposons que K soit suffisamment subdivisé pour qu’on ait diam h(C,) < €/2. On
remplace dans h(N) les disques h(D.) par des disques simpliciaux E. de sorte que
E. soit dans un voisinage de h(D,). Ceci donne lieu & une nouvelle collection de C,
contenant chacun I'image h(v) d’un sommet v € K, avec C), n C), < E, si e = vw.

Posons N' = | Cj.
veK

Il existe un complexe simplicial X < int N’ qui est voisinage de h(K!). On peut supposer
que X ne contient pas de disque simplicial D2 dont le bord est non contractible dans
0X et tel que D2 N h(K') = @ et D2 N 0X = dD2. Si tel était le cas, il suffirait de

considérer la composante contenant h(K') de X\D2.

Par le théoréme du lacet (Théoréme 3.2.1), ’homomorphisme iy : 71 (0X) — 71 (N\h(K1))

induit par Iinclusion est injectif.

Montrons la surjectivité de 7,. On considére un homéomorphisme ¢ : 0N x (0,1) < int N’
de sorte que ¢p(ON x {1}) € N'\X et ¢(ON x {0}) < X. Il existe un 7 maximal tel que
#(ON x {n}) n X # @. Soit pp un point de cette intersection (Fig. 3.7).
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FIGURE 3.7 — Coupe transversale de N'.

Soit v : [0,1] — X\h(K*') un lacet basé en py. Chaque point (t) est égal & un point
o(n(t),s(t)) € p(ON x (0,n]). En projetant y(t) sur ¢(n(t),n), on obtient une homotopie
entre v et 7 : [0,1] — ¢(n(t),n). Posons H cette homotopie. L’image de H est une
surface intersectant 0X en I'image d’un lacet o basé en py par construction. Puisque
[0, 1]? est simplement connexe, il existe une homotopie G entre le chemin dans [0, 1]? dont
I'image est H~!(7) et le chemin dans [0,1]? dont I'image est H~!(a). La composition
H o G est une homotopie entre v et «, un lacet dans 0.X (Fig. 3.8).

/

o v
e a H
T W T X\R(KY)
Y g

FIGURE 3.8 — Composition des homotopies G et H.

De fagon symétrique, on trouve que tout lacet v : [0, 1] — N\ X basé en pg est homotope
a un lacet dans 0X. On prend pg comme point de base pour les groupes fondamentaux
71(0X) et w1 (N"\h(K?')). Un élément de [y] € 71 (N"\h(K')) est représenté par un lacet
v homotope & la concaténation d'un lacet 71 dans X\h(K') et d'un lacet vy dans N'\X
basés en pg. Nous venons de démontrer que ces derniers sont respectivement homotopes

a des chemins ay et ag dans 0X. Alors i, ([aq * ag]) = [a1 * ag] = [y1 * 2] = [7], ce qui
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montre la surjectivité de 7.

Par conséquent, 71(0X) = 71 (N\h(K')) = 71(0N), ce qui implique que H;(0X) =
Hi(ON). Par la classification des surfaces compactes, 0.X et 0N étant orientées par

construction et compactes car K fini, on a 0X =~ 0N.

Ainsi, en posant X, = X n CJ, on obtient que 0X, = 0X n C/ est homéomorphe a
0C, = S?. Posons E! c E, le disque simplicial intersectant e dans X,. On définit un

homéomorphisme PL f entre C), et X,, de la fagon suivante.

D’abord, puisque E, =~ D, ~ D2, on peut trianguler D, par un complexe isomorphe &
celui triangulant D,, ce qui permet de définir f sur D, avec f(D.) — E.. Ensuite,

0X,\ | int B, = 0C,\ |J int D, = D2\ | | D?,

veEe vee cee

ce qui permet de trianguler 0C,\ |J int D, = D? par un complexe isomorphe a celui
vee

triangulant 0X,\ | J int E. et ainsi d’étendre f a 0C, avec f(0C,) = 0X,. Finalement,
vee

X, = C, = D3, ce qui par le méme raisonnement permet d’étendre f a tout C,. En

faisant de méme pour tout sommet v € K, nous avons défini 'homéomorphisme PL f

sur tout N, que nous notons f|y.

Soit x € C,,. Puisque f|n(z) € X, < h(C,), on a dist(h|y(z), fIn(x)) < €/2 < €, ce qui

fait de f|n l'e-approximation voulue de h|y.

Remarque. La stratégie que nous venons d’employer pour définir un homéomorphisme
PL consiste & le définir d’abord pour des surfaces qu’on sait trianguler grice au théoréme
2.2.1, puis a I’étendre sur une boule de dimension 3 ayant comme bord 1'union de ces
surfaces. De méme, un homéomorphisme PL défini sur un espace homéomorphe a S!
pourra étre étendu a un disque ayant cet espace comme bord. Appelons cette technique

I’extension par bords. Elle sera utilisée de nouveau dans ce qui suit.

Soit un 2-simplexe o = vovivy. Le voisinage du 1-squelette de o défini par N, = C,, U

Cy, U Cy, est un tore solide (Fig. 3.9).
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FIGURE 3.9 — Un exemple de N, (en ombragé), ot o est le 2-simplexe du haut. Des
demi-arétes ayant un sommet en commun avec le 3-simplexe sont illustrées.

Posons D, = o\N (Fig. 3.9). Nous cherchons a étendre f|N a D, pour tout 2-simplexe
o € K. Pour ce faire, on considére des voisinages topologiques V, =~ D3 pour chaque
h(o), de sorte que 0V, intersecte f(N) en deux composantes homéomorphes & S!, re-
présentant le méme générateur de Hy(0f (Ny)) (Fig. 3.10). On choisit les V,, assez petits
afin qu'’ils ne s’intersectent pas entre eux ailleurs que dans int(f(N)). Posons D/ une des
composantes de 0V, \ f(IN), homéomorphe a4 D? et dont le bord représente un générateur

de Hi(0f(Ny)).

Soit v € 0. On modifie légérement f|c, pour avoir f(C,) N D, comme image de C,, N D,
et de facon & conserver la structure simpliciale de C, (Fig. 3.11). En répétant cette
modification pour tout v € o et tout o € K, et en ayant choisi des V, assez petits, ce

nouveau f|y est encore une e-approximation de h|y.

Maintenant, 0D, est homéomorphe PL & 0D! =~ S! par la construction précédente,
ce qui permet de poursuivre I'extension par bords de f & D, =~ D2, puis ensuite a

K\int(Nu || D,) = || D3
ceK ceK
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FIGURE 3.10 — Un voisinage V, et son intersection avec f(N).

En ayant fait un choix de V, assez petit, on obtient en f ’e-approximation de h voulue,

ce qui conlut la démonstration du Lemme 3.3.4. O

Démonstration. (Prop. 3.3.3) On répéte les premiéres étapes de la démonstration du
lemme jusqu’a la partition de N en des complexes C, = D3, ot N est un voisinage assez

petit d’une subdivision de K et de R? de sorte que

h(C,) < int B,

inf
pour tout v € K, ot B, est la boule centrée en h(v) de rayon %

Pour chaque aréte e = vw, on modifie C,, Cy, en des complexe C!, > C,, Cl > C,, tels

que C!, n C! = D3 et 0(Cl, n C!) n 0C! < D, (Fig. 3.12).

|C!| et |C},| étant homéomorphes & D3 et C},C! étant des complexes finis, on applique le
lemme précédent pour obtenir des €, et e,-approximations f, : C! — R3 et f, : C/, — R?
de hlc, et h|c, respectivement. On choisit €,, €, > 0 assez petits afin que

L fu(C}) < By et fu(C}) = Bu;

2. fu(Cl) N fo(C}) = D3

3. (fuw(Cy) 0 fo(CF)) M 0fu(C) < fo(De).
Posons Oy, = fu(CL)\ U ful(C)) et D¢ = 0fu(C) 0 fu(CY,) (Fig. 3.13).

vweK1
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f(C)NDy == = == == = = = (
f(Cy n Dy)

f(Cv) \
f(Cy) N Dl am e e m === =

f(Cv)

FIGURE 3.11 — Modification de f|¢,

On définit un plongement PL f|x : N — R3 en posant f|y(D.) = D, en considérant
des subdivisions de D, = D2 et D, = D2 faisant de D, et D/, des complexes isomorphes.
On étend ensuite f a C, et Cy en posant f|n(Cy) = CJ et f|In(Cy) = CJ de fagon

compatible avec la structure combinatoire des f|n(D.) = DL.

Soit x € Cy. On a f|y(z) € C! < f,(Cl) < B,. Aussi, h(z) € B, si bien que

dist(h|n(x), fIn(x)) < inf @|c, < ¢(x), faisant de f|y une ¢-approximation de h|y.

Finalement, on considére des voisinages V,, de chaque 2-simplexe o € K comme dans le
lemme. Avec des V, assez prés de o, par extension par bords, on aura f: N u K — R3

tel que dist(h(z), f(x)) < inf ¢|s, < ().

En prenant la restriction & K de f, nous obtenons la ¢-approximation voulue de h. [

Pour compléter la démonstration du théoréme principal, on prend K = Ky . Rappelons
que h est 'homéomorphisme |Ky| = V, qu’on peut considérer comme étant la restriction

de f a |Ky|. Prenons ¢ : |Ky| — R tel que pour tout x € |Ky/|,

¢(x) < dist(f(z), f([ K\ Kv]))-
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FIGURE 3.12 - C,, C,, autour d'un D, et C}, C;, vus de biais et de coté.

La proposition 3.3.3 donne I'existence de g, une ¢-approximation de f|x,| = h.
Montrons la continuité de f a la frontiére [Kv| n (| K, |\|[Kv|) € | Kn|.

Soit z € |Ky| n (|Ku|\|Kv|) et y € |Ky|. Puisque ¢(y) tend vers 0 lorsque
dist(f(z), f(|K,[\|Kv|)) tend vers 0, il existe § > 0 tel que pour dist(x,y) < 0, on
ait ¢(y) < €/2. Par continuité de f sur |K]|, il existe aussi un 6 > 0 tel que pour
dist(z,y) < 4§, on ait dist(f(x), f(y)) < €¢/2. En prenant le minimum de ces 4, on a que

dist(z,y) < 0 implique que

dist(f(z), f(y)) = dist(f(2),9(y))
< dist(f(z), f(y)) + dist(f(y), 9(v))

<€/2+ ¢(y)

< €.

Siy e |K,|\|Kv|, la continuité de f sur |K,| nous donne un ¢ > 0 tel que dist(x,y) < 0
implique que dist(f(z), f(y)) < e. Par conséquent, pour tout x € |Ky| n (|K,|\|Kv]), il

existe § > 0 tel que dist(z,y) < ¢ implique dist(f(x), f(y)) < €.
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F(Cy)

"
Cy

FIGURE 3.13 — f(Cy), f(Cy) autour d'un D, et Cl, CV.

La continuité de f ailleurs sur | K| est donnée par celle de g et f, ce qui conclut la

démonstration. OJ






CHAPITRE IV

TRIANGULATION EN DIMENSION 4

4.1 Signature d’une variété de dimension 4

La stratégie d’extension par bords d’une triangulation employée en dimension 3 repose
sur le théoréme du lacet qui ne tient pas en dimension 4 (Ray et Ruberman, 2017). En
contrepartie, la parité de leur dimension permet d’étudier les variétés de dimension 4

orientées par la forme d’intersection induite par le cup-produit
H?(M,0M;Z) x H*(M,0M;Z) — Z
(a,b) = a—b([M])
ou [M] est la classe fondamentale de M.
En considérant la matrice de cette forme quadratique comme a coeflicients réels, posons

by et by le nombre de valeurs propres respectivement positives et négatives comptées

avec multiplicité.

Définition 4.1.1. La signature d’une variété M de dimension 4 orientée, notée o (M),
est la valeur enticre

o(M) = b} —b;.

La signature posséde les propriétés suivantes (Kirby, 1989, Théoréme 5.3) :

1. (Additivité de Novikov) o(M vy N) = o(M) + o(N), si M et N partagent une

composante de bord Y.
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2. (Additivité pour la somme connexe) o(M#N) = (M) + o(N)
3. (Orientation inverse) o(—M) = —o(M)

ol N est une autre variété orientée de dimension 4 et —M est M munie de 'orientation

inverse.

4.2 Théoréme de Rokhlin

Le théoréme de Rokhlin illustre I'importance de la signature en tant qu’invariant de

variétés de dimension 4.

Théoréme (Rokhlin, 1952). Une variété M de dimension 4 lisse, fermée et dont la
deuzieme classe de Stiefel-Whitney wa(M) est triviale a une signature o(M) divisible

par 16.

Remarque. La signature d’une variété de dimension 4 et les résultats de Rokhlin sont
aussi utiles en dimension 3, notamment lors de 1’étude de cobordismes entre variétés.
C’est. dans ce contexte que ces notions feront leur apparition dans la Partie II de ce

mémoire.

4.3 Variété de Freedman

La démonstration originale de ’existence d’une variété topologique non triangulable en
dimension 4 est due & Andrew Casson (Akbulut et McCarthy, 1990, p. xvi). Elle fait

usage de l'invariant de Casson, un relévement de 'invariant de Rokhlin (Section 5.2.7).

Le contre-exemple étudié par Casson est celui de la variété E8 de Freedman dont la

construction repose sur le résultat suivant (Freedman, 1982, Théoréme 1.47).

Théoréme 4.3.1 (Freedman, 1982). Toute sphére d’homologie de dimension 3 est le

bord d’une variété contractile de dimension 4.

Proposition 4.3.2. [l existe une variété fermée de dimension 4 M de signature o(M) =

8.
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Démonstration. Considérons la sphére de Poincaré Y, une sphére d’homologie de dimen-
sion 3 correspondant au quotient SO(3)/As, ot As est le sous-groupe alterné du groupe
symétrique S5, isomorphe au groupe de symétries rotationelles d’'un dodécaédre régulier.
¥ est bord d’une variété orientée P de forme d’intersection E8 (Kirby et Scharlemann,

1979, pp. 114-115).

2 -1 0 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O O O
o -1 2 -1 0 0 0 O
s — o o0 -1 2 -1 0 0 O
o 0o o0 -1 2 -1 0 -1
o 0 o0 o0 -1 2 -1 0
o 0o o o0 o -1 2 0
o 0 o0 o -1 0 0 2

La signature de P est o(P) = 8. Par le théoréeme de Freedman, ¥ est aussi bord d’une
variété contractile A. En posant

M=Pus A

et par additivité de Novikov, on a (M) = o(P) + 0(A) =8 +0 = 8. O

4.4 Existence de variétés non triangulable en dimension 4

Le théoréme de Poincaré-Perelman établi en 2003 (Perelman, 2002, 2003a, 2003b) donne
une nouvelle démonstration de ’existence d’une variété topologique non triangulable en

dimension 4.

Théoréme 4.4.1 (Conjecture de Poincaré, Perelman, 2003). Une variété topologique

fermée de dimension 3 simplement conneze est homéomorphe a la sphére S3.

Les lemmes et le corollaire qui permettent de faire appel au théoréme de Poincaré-

Perelman sont démontrés dans la prochaine section.
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Théoréme 4.4.2 (Casson, 1985). Il existe des variétés de dimension 4 non triangulables.

Démonstration. Soit M la variété de Freedman de la proposition 4.3.2, de signature
o(M) = 8. Sa deuxiéme classe de Stiefel-Whitney est triviale : puisqu’elle est orientée,

w1 (M) = 0 et pour tout x € H?(M;7Z/27)
_ 2 Q2 2 _
wy — x = (wg — wi) —x=9S¢°(x) =2"=2 mod2=0.
Ainsi, il découle du théoréme de Rokhlin que M ne posséde pas de structure lisse.

Supposons que M posséde une triangulation. Puisque M est une variété topologique,
les liens de chaque sommet sont simplement connexes (Lemme 4.4.6). De plus, ce sont
des complexes simpliciaux qui sont des variétés d’homologie de dimension 3, ce qui en
fait des variétés topologiques (Corollaire et Lemme 4.4.8). Par le théoréme de Poincaré-
Perelman, ces liens sont tous homéomorphes & S. Ceci confére & la triangulation (et &
M), une structure linéaire par morceaux. Toute variété PL de dimension 4 pouvant étre

munie d’une structure lisse, M est donc lisse, ce qui contredit la théoréme de Rokhlin. [
Remarque. Nous avons démontré au passage qu’en dimension 4, une triangulation est

équivalente & une structure PL.

4.4.1 Application du théoréme de Poincaré-Perelman
Nous détaillons dans cette section les étapes nous permettant d’appliquer le théoréme
de Poincaré-Perelman.

Lemme 4.4.3. Soit SX la suspension d’un espace X. St SX est une variété topologique
de dimension n, alors SX est homéomorphe a la sphére S™ et X est homotopiquement
équivalent a S™1.

Démonstration. Soit p le point auquel X x {1} est identifi¢ dans la suspension

SX =X x[-1,1]/ ~
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ou (z,t) ~ (y,s) si et seulement si t = s € {—1,1}. Il existe un voisinage U de p
homéomorphe a4 R™ dont le bord U =~ S™~! est a bicollier dans h(U). Soit tg € (—1,1]
tel que X x [to,1]/X x {1} < U. L’homéomorphisme h fixant X x {to} et envoyant
X x [to,1]/X x {1} sur X x [—1,%p]/X x {—1} donne un ouvert h(U) =~ R™. Les ouverts
h(U) et U recouvrent SX. Par le théoréme de Schoenflies généralisé (Théoréme 3.1.1),
R(U)\U est homéomorphe a une n-boule fermée. Ainsi, SX est l'identification des deux
n-boules fermées h(U)\U et U en leur bord commun oU. On en conclut que SX est

homéomorphe a la sphére S™.

De plus, X est rétraction de SX\{p, ¢}, ot ¢ est le point auquel X x {—1} est identifié

dans SX. Par conséquent, on obtient les équivalences homotopiques
X ~ SX\{p,q} = S™\{2 points} ~ §" 1. O
Lemme 4.4.4. Soit X un espace topologique. Il existe un homéomorphisme
CX x [-1,1]F = C(S*X),

ot CX est le cone de X et S*¥X est la suspension k fois de X.

Démonstration. La suspension SX peut s’écrire

(X x [-1,-1/2]/X x {—1}) U (X x [-1/2,1/2]) U (X x [1/2,1]/X x {1}),
homéomorphe & CX U (X x [—1,1]) u CX. Son coéne est donné par

(CX U (X x [-1,1]) U cx) x [1, 1]/(CX U (X x [-1,1]) U ox) x {1},
qu’on peut décrire comme 1'union

U CX x {t} u X x [—t,t] x {t} uCX x {t}
te[0,1]

ce qui correspond précisément a l'espace CX x [—1,1].

En remplacant X par S*~1X on obtient C(S*71X) x [-1,1] = C(S*X).
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Montrons le résultat par récurrence sur k. Le cas k = 0 est trivial et nous avons démontré

le cas k = 1 ci-haut. Supposons que CX x [—1,1]*"! = C(S*1X). Alors
C(S*X) = C(SF1X) x [-1,1] = (CX x [-1,1]*Y) x [-1,1] = CX x [-1,1]F. O

Définition 4.4.5. Un espace topologique M est une variété d’homologie combinatoire
s’il existe une un complexe simplicial K de dimension n tel que M =~ | K| et tel que pour

tout simplexe o € K, Hy(Lk(0)) = H,(§"~dim(o)=1y,

Remarque. On utilise 'adjectif combinatoire pour distinguer la définition 4.4.5 de
celle d’une wvariété d’homologie de dimension n. Cette derniére est un espace M dont
I'homologie locale Hy (M, M\{x};Z) en tout point x € M est égale & Z pour k =n et 0
sinon. Toute variété d’homologie combinatoire est une variété d’homologie : en effet, en
supposant sans perte de généralité que x est un sommet, par excision de St(z)\{z}, on

Hy,(St(x), St(z)\{x};: Z) = Hj_1(St(x)\{z}; Z) =~ Hyp_1(Lk(z);Z) ~ Hyp_1(S" 1 7).

Lemme 4.4.6. Soit K une triangulation d’une variété topologique M = |K| de dimen-
sion n. Les liens Lk(o) pour tout k-simplere o de K, 0 < k < n, ont I’homologie d’une

sphere SPF=1. En particulier, M est une variété d’homologie combinatoire.
Démonstration. Par définition du joint topologique, écrivons

Lk(o) o = (Lk(0) x o x [0,1])/(Lk(c) x {1},0 x {0}).

L’ensemble des simplexes de St(c) ne contenant pas o est réalisé géométriquement par

Lk(o) # 0o. Par la proposition 1.1.10,

St(o) = (Lk(o) * 0)\(Lk(0) * do)
~ (Lk(o) x int o x (0,1])/(Lk(c) x {1})
~ (CLk(a)\(Lk(a) x {0})) x int o,

En tant qu'ouvert de la variété M, St(o) est une variété. Ainsi, sa fermeture est une
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variété de dimension n, avec bord ¢, homéomorphe &

CLk(0) x 0 = CLk(0) x [-1,1]* =~ C(S*Lk(0))

oil le dernier homéomorphisme est donné par le lemme 4.4.4. La suspension S¥*1Lk(o) =
C(S¥Lk(c)) ug C(S*Lk(0)) est une variété topologique de dimension n et par le lemme
4.4.3, elle est homéomorphe & S™. Puisque H;(SX) =~ H;_1(X) pour X espace topolo-

gique quelconque, on obtient

H; 1 (S™ %% = Hy(S™) ~ H;(S*Lk(0)) = H;_(Lk(c)). O

En particulier, lorsque k = 0 et n = 4, la suspension SLk(c) est homéomorphe & S* et

Lk(o) est homotopiquement équivalent & S3. Ainsi, Lk(c) est simplement connexe.

Corollaire 4.4.7. Soit K une triangulation d’une variété topologique M =~ |K| de di-

mension n. Les liens Lk(o) pour tout o simplexe de K sont des variétés d’homologie.

Démonstration. Soit T un k-simplexe de Lk(o) et posons | = dimo. Par définition du
lien,

H,(Lk(r,Lk(0))) = Hy(Lk(r % 0, K)) = Hy(§"(E++D=1y, 0

Lemme 4.4.8. Si M = |K| est une variété d’homologie combinatoire de dimension 3,
alors elle est une variété topologique.
Démonstration. Soit x € M et supposons sans perte de généralité que x est un sommet

de K (quitte & prendre une subdivision de K).

Soit y € Lk(x) qu’on suppose sans perte de généralité étre un sommet de Lk(x). Par le

lemme 4.4.6
Hi(Lk(y, Lk(x))) = Ho(Lk(yz, K)) = Ho(S*'71) = Ha(S").

Par définition du lien, Lk(y, Lk(z)) est forcément homéomorphe & S!, si bien que

St(y, Lk(x)) = CLk(y, Lk(x)) = B2, d’ou l'existence d'un voisinage de y homéomorphe
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a R? dans Lk(z). Ce dernier est une variété topologique de dimension 2.

L’unique variété topologique de dimension 2 ayant I’homologie de S? est S? elle-méme.
Ainsi, St(z,K) = CLk(z, K) = CS? ~ B3. 1l s’ensuit qu’on peut trouver un voisinage
de 2 homéomorphe & R, contenu dans St(z, K) = M. O

En combinant le corollaire 4.4.7 et le lemme 4.4.8, on obtient que les liens des sommets
sont des variétés topologiques. Le raisonnement du lemme 4.4.6 donne la simple connexité
de ces liens. Le théoréme de Poincaré-Perelman s’applique bel et bien aux liens des

sommets d’une variété topologique triangulée.

4.5 De la topologie géométrique a la topologie algébrique

La triangulation des variétés en dimensions 2 et 3 découle d’une description entiérement
géométrique de la topologie des variétés. En revanche, le développement de la topologie
algébrique dans la deuxiéme moitié du XX€ siécle s’est montrée indispensable au trai-
tement des variétés de dimensions supérieures, difficiles a visualiser géométriquement.
Ainsi, il est & propos que nous concluions la premiére partie de ce mémoire avec un
théoréme récemment établi (Théoréme 4.4.1), dont Papplication fait appel a des idées

géométriques classiques (Section 4.4.1).

Dans la seconde partie, nous verrons comment [’étude des variétés topologiques en di-
mensions 5 et plus nécessite des techniques plus avancées. Entre autres, les notions
d’homologie, d’homotopie, d’espaces classifiants et d’obstruction sont exploitées. Par
ailleurs, la géométrie différentielle se joint & la topologie algébrique pour mener & I’ho-
mologie de Floer. C’est cette derniére qui parvient a parachever ’étude de 'existence

d’une triangulation pour les variétés topologiques.
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CHAPITRE V

OBSTRUCTIONS ET LE GROUPE DE COBORDISME D’'HOMOLOGIE

Ce chapitre est dédié a la réduction du probléme de triangulation en dimensions 5 et plus
a un probléme de basse dimension. Le groupe de cobordisme d’homologie de dimension
3 que l'on définit dans la premiére section de ce chapitre tiendra le role principal dans

la caractérisation de l’existence d’une triangulation.

5.1  Groupe de cobordisme d’homologie

Le groupe de cobordisme d’homologie, noté O | est composé des classes d’équivalence des

sphéres d’homologie de dimension 3 orientées, définies par [Y;] = [Y2] si et seulement si

(i) Y7 est cobordante a Ya, c’est-a-dire qu’il existe W compacte, lisse et orientée telle

que OW = —Y7 L Y5 ot —Y] dénote Y7 munie de I'orientation inverse ;
(ii) H«(W,Y1;Z) = Hi(W,Y2;Z) = 0.
Une telle variété W est dite cobordisme d’homologie entre Y7 et Y.

On munit @gl de l'opération induite par la somme connexe, notée #, de sorte que

[Y1]#[Ya] = [Y1#Y2]. Montrons que (©4, #) est bien un groupe.
Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 5.1.1. Les énoncés suivants sont équivalents.

(a) V1] = [Ya];
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(b) [-Y1#Y2] = [S°];
(c) 1 existe W' est compacte, lisse et acyclique (i.e. Hy(W') = H,({pt})) telle que
—Y1#Y, = oW

Démonstration.

(a) = (c) Soit W' le cobordisme d’homologie entre Y7 et Y5. On considére une anse
3 x[0,1] € W telle que B® x {0} € —Y7, B3 x {1} < Ya. On retire A = int(B?) x [0, 1]

de W’ pour obtenir une variété W dont le bord est —Y;#Y5. On considére un voisinage

A’ de A tel que A’ n W se rétracte en S2. Avec H,(A") = H.({pt}), Hi(W) = H,(S3)

et Hy(A' " W) = H,(S?), la suite de Mayer-Vietoris pour W’ = A’ U W montre que W’

est acyclique.

(c) = (b) On retire B* de W' obtenue ci-haut pour obtenir une variété W” dont le bord
est —Y1#Ys 1S3, On déduit de la suite de Mayer-Vietoris que H3(W") = Hy(W") = Z
et H;(W") = 0,7 # 0,3. La longue suite exacte d’une paire permet de conclure que
H;(S3,W") = Hi(—=Y1#Y5, W) = 0 pour tout i. W” est un cobordisme d’homologie
entre —Yi#Y5 et S3.

(b) = (a) La derniére implication est obtenue en renversant les constructions ci-haut.
On remplit S2 de OW”, ott W” est corbordisme entre —Y;#Y5 et S3, pour obtenir une
variété acyclique W’ de bord —Y;#Y5. On remplit le tube connectant —Y; et Y5 avec
B3 x [0,1] pour obtenir une variété W de bord —Y; L Ys. La suite de Mayer-Vietoris

donne la condition (ii). O

(# est bien définie) Soient des sphéres d’homologie Ya,Ys telles que [Ya] = [Y5]. On

a par commutativité et associativité de #

[—(Vi#Y2)#(V1#4Y7)] = [-Yi#Y1# — Ya# V3]
= [-Yi# Y1 ]#[ - Yo#Yy]
= [S°1#[5°]

=

3453
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ot on utilise le fait que [—Y1#Y1] = [S?], démontré plus bas. Par le lemme, ceci est

équivalent a [Y1#Ys] = [Yi#Y5].

(Fermeture sous #) Soient Y] et Y5 des sphéres d’homologie. Leur somme connexe
est égale &

Yi#Y; = V1\B? g Y5\B3.

Y; étant des sphéres d’homologie, la suite de Mayer-Vietoris donne que Y;\B? sont acy-

cliques. Elle donne aussi I’exactitude de
0 — H;(Vi#Ys) — H;—1(S?) — 0

pour i > 1. Ainsi, H;(Y1#Y2) =~ H; 1(S?) = Z pour i = 3 et 0 pour i > 1,7 # 3. Pour

1 = 1, la suite de Mayer-Vietoris donne l'exactitude de

0> HWN#Y) > Z >ZDL—>Z—0
et permet de conclure que Hy(Y1#Y2) = 0. Y1#Y> est bien sphére d’homologie.
(Elément neutre) S3 est élément neutre, car Y#S53 =V =~ S3#Y.

(Inverse) —Y#Y est le bord de (Y\B?3) x [0,1], une variété acyclique. Par le lemme,
[-Y]#[Y] = [-Y#Y] = [S?]. La classe de —Y est I'inverse de celle de Y. O

Remarque. On considére le groupe de cobordisme d’homologie en dimension 3 seule-
ment, car il s’avére que pour toute dimension n # 3, toute n-sphére d’homologie est

corbordante a S™. Ce résultat est dit & Kervaire (Kervaire, 1969).

5.2 Structures linéaires par morceaux

Alors que I’étude de la triangulabilité en dimensions 2,3 et 4 se base sur des notions topo-
logiquement palpables, en dimension 5 et plus, le théoréme de s-cobordisme, généralisant

le théoréme de h-cobordisme, nous fait voir les objets sous un angle homotopique.
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Dans cette section, on fait le pont entre la définition topologique d’une structure linéaire

par morceaux et sa caractérisation en termes de la théorie de 'obstruction.

5.2.1 Définitions topologiques et homotopiques

On rappelle qu’une variété topologique M posséde une structure linéaire par morceaux

(PL) si elle satisfait aux conditions suivantes, équivalentes entre elles :

1. M posséde un atlas {U, = R"} dont les fonctions de transition sont linéaires par

morceaux (PL).
2. M posséde une triangulation dont les liens des sommets sont homéomorphes PL a
Sl
Lorsque la dimension de M est plus grande ou égale a 5, ces conditions se traduisent en
termes de fibrés et d’espaces classifiants | des groupes suivants :

e PL = lim {homéomorphismes PL ¢ : R" — R" ©(0) = 0}

n—aoo
e TOP = lim {homéomorphismes ¢ : R" — R", ¢(0) = 0}
n—aoo
Définition 5.2.1. Soit M un variété topologique et E un espace. Une projection

E 25 M est localement triviale il existe k € N tel que pour tout = € M, il existe

un voisinage V, = U, x R¥ de i(x) tel que p|y;, est la projection sur U, < M.

Théoréme 5.2.2 (Théoréeme de Kister-Mazur (Kister, 1964, Théoréme 2)). Soit M
un variété topologique et E un espace. Soit une section i d’une projection E 2> M
localement triviale. Il existe un voisinage W de i(M) tel que p|lw est un fibré localement

trivial.

Définition 5.2.3. Le fibré topologique d’une variété topologique M est le fibré obtenu
par le théoréme de Kister-Mazur & partir de la projection sur la premiére composante

M x M 25 M et de la section i(M) = (z, ).

1. La théorie des espaces classifiants est présentée dans Mitchell, 2001 et résumée dans Dieudonné,
1989, ch.III sections 2.E,F,G.
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Une fibre au-dessus de x € M est un voisinage U, = {z} x U, < {z} x M homéomorphe

4 R"™. Les fonctions de transition sont dans TOP.

Les énoncés 1. et 2. sont équivalents a

3. Le groupe de structure du fibré topologique de M peut étre réduit au groupe PL

d’homéomorphismes linéaires par morceaux.

4. L’application classifiante 7 : M — BTOP du fibré T'OP-principal induit par le
fibré topologique de M posséde une relévement 7 : M — BPL pour I'application

induite par 'inclusison Bi : BPL — BTOP.
BPL

7
.
-
4 Bi
.
.
y

M —— BTOP

\
Nl

5.2.2 Equivalence des définitions

Montrons que les énoncés 1 a 4 ci-haut sont équivalents.

(1. = 2.) Les homéomorphismes U, =~ R" permettent de trianguler individuellement
chaque U,. Aprés subdivisions appropriées, on recolle ces triangulations locales via les
fonctions de transition linéaires par morceaux pour obtenir une triangulation globale K
de M. Soit x sommet de K. Il est contenu dans un sous-complexe dont 'intérieur est
homéomorphe a R™, alors la fermeture de son voisinage étoilé St(x) est homéomorphe a
une boule B". Par définition du lien de z, St(x) est homéomorphe au céne du lien de .

St(z) étant une variété, le lien de x est une sphére S™~1.

(2. = 1.) 1l suffit de prendre la famille {U,} des voisinages étoilés St(z) de chaque
sommet x de la triangulation. En effet, les liens homéomorphes & S”~! donnent lieu
a des cones homéomorphes a B"™, d’ou St(z) = R". Les fonctions de transition sont

I'identité, donc trivialement linéaires par morceaux.

(3. < 4.) Par la propriété universelle de l’espace classifiant ETOP — BTOP,7T*EPLxpy,
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TOP est isomorphe au fibré topologique de M si et seulement si 7 fait commuter le dia-

gramme suivant,

#EPL xp, TOP 2 BPL « py TOP 2%, ETOP

M T , BPL — 2", BTOP

ou 7*EPL est le pullback de 7.

#*EPL —* ., EPL

M —"— BPL
(1. = 3.) Les fonctions de transition PL induisent un fibré au-dessus de M dont le
groupe de structure est PL et dont les fibres sont des ouverts U, de x. Soit Ppy, le fibré
P L-principal associé. Alors Ppy, xpr, TOP est le fibré T'O P-principal associé au fibré
topologique de M.

(3. = 1.) Soit N » 0 tel que M soit plongée dans R™. Il existe un voisinage ouvert
W < RN de M qui se rétracte sur M par r : W — M. Posons Trop le fibré topologique
de M et 7*T'rop son pullback par 7 ; ce dernier est homéomorphe & M x RY (Milnor, 1964
Théoréme 5.8). La réduction du groupe de structure de Trop se transmet a r*Trop.
Puisque W est un ouvert de RY, il posséde une structure linéaire par morceaux. Le fibré
r*Trop = M x RV ayant PL comme groupe de structure au-dessus de la variété PL W,
il est lui-méme une variété PL. Par le théoréme de structure d’un produit (Théoréme

5.2.4), M est aussi PL. O
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5.2.3 Théorémes de structure d’un produit et de s-cobordisme

On a besoin de dim M > 5 pour appliquer précédemment le théoréme de structure d’un
produit (Kirby et Siebenmann, 1977, Essai I, Théoréme 5.1) dont la démonstration fait
appel au théoréme de s-cobordisme (Kervaire, 1965). Ce dernier invoque aussi le fait
que toute variété fermée de dimension 5 et plus posséde une structure CW (Kirby et

Siebenmann, 1977, Essai III, Théoréme 2.1 et Quinn, 1982, Théoréme 2.3.1).

Théoréme 5.2.4 (Théoréme de structure d’un produit, Kirby-Siebenmann, 1977). Soit
M wune variété topologique de dimension plus grande ou égale a 5. Si M x RN, N > 1,

admet une structure PL, alors M admet une structure PL.

Théoréme 5.2.5 (s-cobordisme, Barden, Mazur, Stallings, 1963). Soit un cobordisme
W entre les variétés PL'Y et Y’ de dimension n > 5. Si Y — W est une équivalence
homotopique simple et Y' — W est une équivalence homotopique, alors W est PL-

homéomorphe a 'Y x [0,1].

Définition 5.2.6. Une inclusion de complexes CW L — K est une équivalence homo-

topique simple 8’il existe une suite imbriquée de complexes CW
L:L()CLlC---CLk:K

telle que
1. Liy1 = Lj ugy e o e™ est une n;-cellule non incluse dans Lj; ;

2. Il existe une (n; — 1)-cellule e™~! < de™ telle que p(demi\e™i—1) L.

En particulier, si Y est simplement connexe et Y < W est une équivalence homotopique,
cette derniére est une équivalence homotopique simple. On retrouve alors le théoréme de
h-cobordisme dont la démonstration fait usage du Whitney trick pour annuler des anses

dans la décomposition en anses

YxIcWyc---cWyi=W.
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Cet outil requiert dimY > 5 et est utilisé de fagon analogue pour démontrer le théoréme

du s-cobordisme.

5.2.4 Obstruction a 'existence d’une section

La condition 4. est équivalente & ’existence d’une section s : M — 7, BPL pour le carré

pullback suivant.
7*BPL —— BPL

7

I .
S Bi
\
\

\
\

M ——— BTOP

Nous voulons caractériser ’existence d’une telle section a ’aide de la théorie de 1’obs-
truction. De facon générale, pour une fibré F — E -5 X ou X est un complexe CW
et m1(F) = {1}, une section s : X — E peut étre étendue du i-squelette X* au (i + 1)-

squelette X! si et seulement si une certaine classe ws € H' ™1 (X; m;(F)) est triviale.

La classe w; est obtenue de la fagon suivante. Soit s section définie sur X*. Pour une (i +
1)-cellule de X, on considére son application d’attachement g : (D**1, §%) — (X*+1 X?).
Soit 7 une rétraction le long de g(D**!) donnant I’homotopie g|gi ~ pt. Elle définit
une homotopie g; = ripsg|gi entre go = psglgi : S° — X et I'application constante
g1 = S* — {pt} = X. Par la proprié¢té de relévement des homotopies d’un fibré, il
existe un relévement g; de g;. Puisque pgi(S°) = {pt}, on a g1(S*) < p~*{pt} = F. On
obtient donc un élément de m;(F') en prenant la classe d’homotopie de 1. Définissons
ws : Hiy1 (X1 X?) — 7;(F) comme étant ’homomorphisme associant & chaque (i +1)-
cellule la classe [g1] pour g; obtenue & partir de 'application d’attachement g tel que
décrit précédemment. Puisque dws = 0 pour § ’homomorphisme de bord en homologie
cellulaire (Hatcher, 2017, p. 100), on peut prendre sa classe en cohomologie pour obtenir
un élément ws € H (X m;(F)). Cette élément est bien défini car un relévement g; est
unique & homotopie prés. Aussi, deux sections définies sur X* qui sont homotopiquement

équivalentes sur X*~! induisent la méme classe dans H**1(X;m;(F)) (Hatcher, 2017, p.
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101).

De plus, le méme raisonnement nous donne une obstruction a 'unicité de l'extension
d’une section s & homotopie prés. Soient sg et s des extensions de s de X* a X*1. Soit
la section 3 de E x I P9 X x I définie sur (X x 1)1 par sg sur X**1 x {0}, s1 sur
XL x {1} et s sur X* x (0,1). Une homotopie s; entre sg et s1 existe si et seulement

si 5 s’¢tend a (X x I)i*2; c’est-a-dire si et seulement si la classe wy est triviale dans

H*2(X x I;m1(F x I)). La formule de Kiinneth donne I'isomorphisme

H2(X x ;w1 (F x 1))

Il

P HYX;m(F) @ H(I,0I; 741 (F))
k+l=i+2

~ H'Y (Xm0 (F)) @ HY (1,01 41 (F)
~ HY(X;m41(F)) @ mig1 (F)

>~ H' Y (X miqa (F)).

En particulier, une extension de s est unique & homotopie prés lorsque

H (X 141 (F)) = 0.

Dans ce qui suit, la condition 7 (F) = {1} est respectée. Lorsque m1(F) # {1}, la
situation peut étre généralisée en utilisant un systéme de coefficients locaux (Davis et

Kirk, 2001, Section 7.10).

5.2.5 Obstruction de Kirby-Siebenmann

Appliquons la théorie de ’obstruction au fibré 7*BPL — M.

7*BPL —— BPL

i .
S Bi
\
\

\
\

M ——— BTOP

Bi a comme fibre homotopique TOP/PL : c’est aussi la fibre de 7*BPL. Par la dis-

cussion précédente, si une section s est définie sur le i-squelette de M, elle peut-étre
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étendue au (i + 1)-squelette si et seulement si la classe wy dans H*™Y(M; 7;(TOP/PL))

est triviale.

Kirby et Siebenmann démontrent que TOP/PL est homotopiquement équivalent a un
espace d’Eilenberg-MacLane K(Z/2Z,3) (Kirby et Siebenmann, 1977, Essai V, Théo-

réme 5.5).

Définition 5.2.7. Un espace d’Eilenberg-MacLane K (G,n) est un espace topologique

dont le seul groupe d’homotopie non trivial est m,(K(G,n)) = G.

Il s’ensuit que les groupes de cohomologie H**!(M;m;(TOP/PL)) sont triviaux pour
tout ¢ # 3. On peut donc trouver une section s’étendant jusqu’au 3-squelette de M. De

plus, cette section restreinte au 2-squelette est unique a homotopie prés car
H*(M;7o(TOP/PL)) = H*(M;0) = 0.

L’obstruction a ’existence d’une section s ne dépend donc que de M. Elle est bien définie

et réside dans H*(M; m3(TOP/PL)) = H*(M;Z/27).
Théoréme 5.2.8. Soit M une variété topologique. Il existe une classe
k(M) e Hy(M;Z/27)

telle que M admet une structure PL si et seulement si k(M) = 0.

5.2.6 Obstruction de Cohen-Martin-Sato-Sullivan

Alors que l'obstruction de Kirby-Siebenmann caractérise l’existence d’un relévement
vers BPL pour une variété topologique, I'obstruction de Cohen-Martin-Sato-Sullivan
caractérise 'existence d’'un tel relévement pour une variété d’homologie combinatoire.
Martin et Maunders (Martin et Maunder, 1971, Section 4) définissent un espace classi-
fiant FH — BH pour les variétés d’homologie. De fagon résumée, H est égal a 7111—I>I()10 H,
ou H,, est un complexe simplicial (de Kan) pour lequel les m-simplexes sont des isomor-

phismes d'un certain type de S"~1-fibré A™ x S"~! (dit block) . Il s’avére que le groupe
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PL est homotopiquement équivalent & un plongement dans H (Martin, 1973, Section
2). Ceci induit une fibration H/PL — BPL —, BH. Comme ci-haut, 'existence d’'une
section de 7* BPL — M pour cette fibration réside dans I’étude de la fibre H/PL. Mar-
tin (Martin, 1973) démontre que H/PL = K (O 3) , ce qui permet de conclure que

I'obstruction se trouve dans H*(M; ©11).

7*BPL —— BPL

A
/
!

si Bj
\
\

\
\

M —— BH

Le role du groupe de cobordisme d’homologie @gl est mis de ’avant dans les constructions
de Cohen, Sato et Sullivan. D’abord, Sullivan (Sullivan, 1971, Exemple ii) définit une
résolution acyclique P d’une variété d’homologie combinatoire M comme étant une
application surjective f : P — M ou P est variété PL et f~!(x) est acyclique pour tout
x € M. Une telle résolution est obtenue & partir de M de la facon suivante, telle que

décrite par Cohen (Cohen, 1970, Section 4 ; Martin, 1973, Section 1).

Considérons le complexe pseudocellulaire (composé de cellules d’homologie) dual au com-
plexe simplicial de la triangulation de M, que nous notons My. On cherche & construire
a partir de My un complexe pseudocellulaire M,, dont les cellules sont acycliques et PL.
Pour ce faire, on modifiera successivement les cellules duales D (o) pour chaque simplexe
o en des cellules D'(0) € M,, afin de construire une résolution acyclique f : M,, — M

avec f(D'(0)) = D(o).
Regardons les cellules D(o) duales & o de dimension n — k pour chaque k =0, ..., n.

On a D(o) = C(Lk(0)), le cone du lien de o. Posons ¢ l'apex de C(Lk(o)) et notons
que dimLk(oc) =n—(n—k)—1=k—1.

Pour k = 0,1,2,3, H(Lk(c)) = H(S*!) implique que Lk(c) = S¥~1 et que D(0) est

une boule. En prenant D'(0) = D(0) et f3 = Idyy,, on a une résolution acyclique sur

D(o).
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Pour k = 4, considérons la subdivision barycentrique M’ de M. Lk(o, M') est une
variété d’homologie combinatoire et topologique (Lemmes 4.4.7 et 4.4.8) de dimension
3. L’invariant de Kirby-Siebenmann étant trivialement nul en dimension 3, Lk (o, M) est
PL. Si [Lk(o, M')] = 0 dans @gl , 1l existe une variété acyclique PL. W ayant comme bord
Lk(o, M"). Soit v& un voisinage de ¢ ayant Lk(o, M') comme bord. On pose D'(0) =
D(0)\vé Uppy W pour obtenir une variété My composée des cellules D’(o) pour les
simplexes o de dimension n — 4, et des cellules D(7) pour les autres simplexes 7. On
définit fy : My — My par fy(W) = 6 et fy = Id ailleurs, ce qui donne un résolution

acyclique sur les D(7) duales aux simplexes 7 de dimension > n — 4.

Pour £ = 5, une 5-cellule dans My, duale d’'un n — 5 simplexe o, a un bord composé
de 4-cellules PL construites précédemment. Ce bord, homéomorphe & Lk(o, My), est
une 4-sphére d’homologie car M, est duale & une variété d’homologie combinatoire.
Par Kervaire (Remarque, p. 49), il existe une variété acyclique PL W ayant Lk(o, My)
comme bord. On mime la construction précédente pour obtenir My avec des 5-cellules
D'(c) = D(0)\v6 ULio,m,) W et f5 une résolution acyclique sur les D(7) duales aux

simplexes 7 de dimension > n — 5.

Pour k = 6,...,n, toute (k — 1)-sphére d’homologie est bord d’une variété acyclique
PL par Kervaire. Ceci permet de répéter le processus pour toutes les cellules duales et
d’obtenir une variété PL M,. On obtient f = f, o f,—1 0--- o f3 la résolution acyclique

voulue.

La seule obstruction a cette construction est l'existence d'un (n — 4)-simplexe o tel que

[Lk(o)] # 0 € ©f . En posant

c(M)= >, [Lk(o)lo e Hya(M;0f) =~ H'(M;04),

dimo=n—4

on a démontré

Proposition 5.2.9. Soit M variété d’homologie combinatoire. Si c(M) = 0 e H*(M;014),

alors il existe une résolution acyclique de M.
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Edmonds et Stern (Edmonds et Stern, 1975, Corollaire 5.3) montrent que de telles ré-
solutions sont en bijection avec les relévements M — BPL de BPL — BH décrits
plus haut. Par une construction similaire a celle de Cohen, Sato (Sato, 1972, Section
4) obtient méme un homéomorphisme entre M et une variété PL lorsque ¢(M) = 0.
Réciproquement, une résolution acyclique f : P — M induit un isomorphisme f* en
cohomologie pour lequel f*(¢(M)) = ¢(P); il s’ensuit que ¢(M) = 0 (Martin, 1973, p.
199).

En conclusion,

Théoréme 5.2.10. Une variété d’homologie combinatoire M admet une structure PL

si et seulement si ¢(M) = 0e H*(M;01).

5.2.7 Homomorphisme de Rokhlin

Dans le cas ot la variété d’homologie combinatoire M est aussi une variété topologique,

les obstructions k(M) et ¢(M) sont intimement liées.
L’homomorphisme de Rokhlin i : @? — 7,/27 est défini par
u([Y]) = o(W)/8 mod 2,

ou W est une variété compacte, lisse, telle que wo(W) = 0 et qui a Y comme bord et

(W) est la signature de W.

Remarque. Une variété dont la deuxiéme classe de Stiefel-Whitney est triviale est dite

spin. Les structures spin sont introduites en détail au chapitre 6.

Remarque. Toute variété de dimension 3 est bord d’une variété spin de dimension 4

(Kirby, 1989, Théoréme 7.3).

Montrons que cette application est bien définie.

Soit W' une autre variété compacte, lisse et spin ayant Y comme bord. Alors W uy — W’

est une 4-variété compacte, lisse et spin. Par le théoréme de Rokhlin, sa signature est
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divisible par 16. Par additivité de Novikov,

0=0c(Wuy —W')/8 mod 2

o(W)/8+ a(=W')/8 mod 2

o(W)/8 —a(W')/8 mod 2.

Remarque. La valeur o(W)/8 mod 2 est I'invariant de Rokhlin de la 3-variété orientée
Y. Notons que si [Y] = 0€ O alors 0(W) = 0. En effet, soit W’ un cobordisme entre
Y est S35 on a o(W') =0 car Hy(W’) = Hy(S?) = 0 et alors

o(W)/8 mod 2 =c(W ugs B*)/8 mod 2
=o(W')/8 + a(B*)/8 mod 2

=0

Soit Y’ un autre représentant de [Y]. Y# — Y’ est cobordant a S et est bord d'une
variété W” de signature 0 par la remarque précédente. De plus, W” est somme connexe
de W, —W’, des variétés de bords respectifs Y, —Y”. La signature d’une somme connexe
de 4-variétés est additive : la somme fait intervenir des 3-cellules dans les bords YY",

ce qui ne modifie pas les deuxiémes groupes de cohomologie de W et W’. Alors

0=c(W")/8 mod 2

W# —W')/8 mod 2

=0

(
(
o(W)/8 + o(~W’)/8 mod 2
o(W)/8 — a(W')/8 mod 2,

ce qui montre que u([Y]) = u([Y']).

L’homomorphisme de Rokhlin est surjectif car la sphére d’homologie de Poincaré est
bord d’une variété lisse et spin de signature 8 (Prop. 4.3.2). Par conséquent, il donne

lieu a la suite exacte courte suivante

0 — kerp — O £5.7/27. — 0
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qui induit l'exactitude de la suite suivante en homologie.
Hy, g (M ker p) — Hy,o(M;0%") 255 Hy, 4 (M;Z,/27) — Hy,5(M; ker 1)

L’homomorphisme p, envoie un élément M [Y]o"™* € H,_4(M;0%) sur I'élément

Su[Y])o" € Hya(M;Z/2Z).

Si M est PL, I'image de 'obstruction ¢(M) (Section 5.2.6) est 0. Réciproquement, si
px(c(M)) = 0, alors px ([LE(0)]) = 0 pour tout (n—4)-simplexe o. Siebenmann démontre
que ceci confére a C(Lk(o)) une structure PL (Siebenmann, 1970, pp. 81-82). Ainsi, les
cellules duales D(0) =~ C(Lk(0)) sont déja PL : dans la construction d’une résolution
acyclique de M, il suffit de prendre D’(0) = D(o) pour avoir My = My et f4 = Id. Par
le théoréme 5.2.10, on a ¢(M) = 0.

En conclusion, en passant au dual en cohomologie, I’obstruction de Kirby-Siebenmann

est précisément I'image de celle de Cohen-Martin-Sato-Sullivan.

Proposition 5.2.11. Si M est une variété d’homologie combinatoire et une variété

topologique, alors k(M) = p*(c(M)).

5.3 Caractérisation de 'existence des triangulations de variétés topologiques

La théorie de I'obstruction permet de réduire le probléme d’existence des triangulations
en dimension 5 et plus & un probléme de basse dimension. En effet, I'existence de trian-

gulations repose sur I’étude du groupe de cobordisme d’homologie @f .

Théoréme 5.3.1 (Galewski-Stern, Matumoto, 1980). Toute variété topologique fermée
de dimension 5 et plus posséde une triangulation si et seulement s’il existe un élément

[Y] e ©4 d'ordre 2 tel que u([Y]) = 1.
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5.3.1 Obstruction de Galewski-Stern-Matumoto

Au chapitre précédent, nous avons vu qu’une variété topologique est triangulable si et
seulement si elle est une variété d’homologie combinatoire (Lemme 4.4.6). Nous nous
intéressons donc a la fibration TOP/H — BH Bl BTOP et a l'existence d’une section

de 7*BH pour une application classifiante 7: M — BTOUP.

T"BH — BH

Lemme 5.3.2. TOP/H = K (ker p1,4).

Démonstration. Nous esquissons ici les grandes lignes de la démonstration. Galewski-

Stern et Matumoto montrent que le diagramme suivant est commutatif dans la catégorie

des espaces topologiques & homotopie prés.

BPL —> BH

N /

BTOP

I1 donne lieu aux inclusions BPL — Mp; — M Bi o Mp;j est le cylindre d’application

de Bj et M Bi = Mpj Uy Mp;. Elles induisent une longue suite exacte en homotopie.

- — Tnt1(Mpi, Mpj) — mn(Mpj, BPL) — 7,(Mp;, BPL)
— Wn(MBia Mpg;) — mp—1(Mpj, BPL) —

Puisque les cyclindres Mp; et M, B; sont homotopiquement équivalents & BH et BTOP

respectivement, ces inclusions et leur composition ont les mémes fibres homotopiques
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que les fleches correspondantes du diagramme précédent.

BPL — 2L My,
MB@

Pour une fibration homotopique F' — A — X, on a m,(X,A) = m,—1(F). La longue
suite exacte devient donc
<+ > 1o (TOP/H) — mp_1(H/PL) — mp_1(TOP/PL)

— Tp—1(TOP/H) — 7,—2(H/PL) —

Sachant que TOP/PL = K(Z/27,3) et H/PL = K(0%3), 1a suite se simplifie &
0 — m(TOP/H) — 04 — 7,/27 — 73(TOP/H) — 0.

Les démonstrations des égalites TOP/PL = K(Z/2Z,3) et H/PL = K(© 3) par
Kirby-Siebenmann et Martin impliquent que la fleche @1351 — 7,/27 de la suite exacte
est en fait ’homomorphisme de Rokhlin y. Ce dernier est surjectif, si bien que la suite

s’écourte pour donner
H K
0 — my(TOP/H) — O35 — 7Z/27 — 0

et on obtient I'égalité m4(TOP/H) = ker . Ceci démontre que la fibre TOP/H est un

espace d’Eilenberg-Maclane K (ker p,4). O

L’obstruction & la triangulation d’une variété topologique M se trouve donc dans le
groupe de cohomologie H®(M;ker ). Il s’avére que cette obstruction est I'image par
’homomorphisme connecteur de (M) € H*(M;7Z/27) dans la longue suite exacte en

cohomologie associée a la suite exacte courte précédente.
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5.3.2 Démonstration du théoréme de Galewski-Stern-Matumoto

Ayant ces obstructions en main, le théoréme de Galewski-Stern et Matumoto découle

maintenant d’un argument algébrique.

Démonstration. (Théoréme 5.3.1) Supposons qu'il existe [Y] € ©% d’ordre 2 tel que
w([Y]) = 1. L’homomorphisme « : Z/2Z — O «a(1) = [Y] est bien défini et est une

rétraction de p dans la suite exacte courte
0 — kerp — 0 25 727 - 0,

ce qui la scinde. L’exactitude de la suite est préservée aprés application du foncteur
additif Hom : I’homomorphisme connecteur H*(M;Z/27) — H®(M;ker u) est trivial.
L’obstruction a la triangulation est triviale pour tout M ; il en résulte que toute variété

topologique est triangulable.

Réciproquement, Galewski et Stern ont construit une variété fermée M de dimension
5 telle que Sq'x(M) # 0; supposons-la triangulable (Galewski et Stern, 1979 et Co-
rollaire 9.2.2). Considérons 6 le sous-groupe de 93{{ engendré par les classes des liens
des 1-simplexes de M. Ce sous-groupe est finiment engendré car on peut supposer la
triangulation de M finie vu que M est fermée. Par la classification des groupes abéliens
finiment engendrés, un générateur [W] de 6 engendre un sous-groupe isomorphe soit a

Z, soit & Z/p*Z ot p premier.

Supposons que ©X ne contienne aucun élément [Y] € ©4 d’ordre 2 tel que u([Y]) = 1.
Si un générateur [W] est tel que p([W]) = 1 et le sous-groupe qu'’il engendre est de la

forme Z/p*Z, on doit avoir que p* est un multiple de 4. En effet, p* est pair car
0= pu(@"[W]) =" u((W]) = p* - 1 =p* € 2/)22;

de plus, p* > 3 car [IW] n’est pas d’ordre 2 : les seules puissances d’un nombre premier

paires sont les puissances de 2.
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Définissons un homomorphisme v :  — Z/47Z comme suit. Pour un générateur [W] de
0,
v: 0 — ZJAZ
W] — 0 sip(W]) =0
W] — 1 sip((W]) =1

Cet homomorphisme est bien défini car si pu([W]) = 1, [W] engendre un sous-groupe
isomorphe soit & Z, soit & Z/4¢7Z pour un ¢ > 1.
On obtient un diagramme commutatif

6ol

Pk

0 — Z)27 —2— ZJAL —"— 727 — 0

ou 7 est la réduction modulo 2. Il induit un diagramme commutatif en cohomologie

HY(M; 0) ——— HY(M;6f)

b b

1
HY(M;Z/AZ) " HYM;7/22) 2% H5(M;Z/2Z)

ou la ligne du bas est exacte.

Soit ¢(M) € H*(M; ©%) I'obstruction de Cohen-Martin-Sato-Sullivan. Les coefficients de

c(M) sont les classes des liens des 1-simplexes de M : ¢(M) est un élément de H*(M; ).
Par exactitude, on a Sq'r* = 0. La commutativité donne alors
0= S¢'r*y* c(M) = Sq' p*e(M) = Sq'k(M),
ce qui contredit I'’hypothése Sqtx(M) # 0.
La variété M de Galewski-Stern n’est pas triangulable s’il n’existe pas d’élément [Y] €

O tel que pu([Y]) = 1. O

Il s’ensuit que 'existence des triangulations en dimensions 5 et plus repose entiérement

sur 1’étude du groupe de cobordisme d’homologie.






CHAPITRE VI

STRUCTURES SPIN ET SPIN¢

Le théoréme de Galewski-Stern-Matumoto recentre notre intérét sur les variétés de di-
mension 3. Ces variétés ont la particularité d’étre toutes munies de structures spin et
spin®, que nous décrivons dans le présent chapitre en se basant sur la présentation de

Friedrich, 2000.
6.1 Groupes Pin(n) et Spin(n)

Définissons les groupes Pin(n) et Spin(n) pour n > 1.
Considérons I'algébre de Clifford de R™ muni de la forme Q(z) = — Y, 2?2 = —|z|?
i=1
Cn = DER"®/(z®z = —||z]|* € R).
k=0

Définition 6.1.1. Le groupe Pin(n) est donné par la présentation
Pin(n) = (S"7' | —a? = |z]* = Loy = —yz, Vo Ly),
ol l'opération de groupe est héritée du produit tensoriel dans C,.

Un élément de Pin(n) s’écrit o1 ...z, pour 1 < m < n ot z; € S" L.
y P

Remarques. 1. Lamultiplication (xy ... % )(y1 - ..y) dans Pin(n) correspond a z1®
T @YU Ry dans Cp. SiaeR,onaa®y € R@(R")®k ~ (]R”)®k.

On écrit donc a ® y = ay € (R™")® . En considérant I’élément neutre de Pin(n)
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comme 1 € R c C,, dans Pin(n), on a 1z = x = z1.
2. La deuxiéme relation dans Pin(n) vient du fait que si x 1 y € S" ! < C,,, alors
zy = —yx dans C,, : en effet,

zy+yr=(x+y)?—2>—y =—|lz+y/*+2=-2+2=0.

2

3. Z/2Z est sous-groupe de Pin(n). En effet, pour z € S"~!, 22 = —1 est involutif.

4. Posant y(z1...2m) = (T ...x1) et B(x1...2p) = (—z1)...(—2zpm), on a que
vB(z1 ... zp) est U'inverse de x1 ... 2y, dans Pin(n).
Définition 6.1.2. Le groupe Spin(n) est le sous-groupe de Pin(n)
Spin(n) = Pin(n) n CY
ot CY est la sous-algébre de C,, invariante sous f3.
Remarques. 1. Spin(n) est composé des éléments z1 . .. z,, de Pin(n) ot m est pair;
Z)2Z = {1, —1} est aussi sous-groupe de Spin(n).

2. y(x1...xy) est U'inverse de x; ...z, dans Spin(n).

Les deux lemmes suivants nous seront utiles pour la résultat principal de la section

suivante.

Lemme 6.1.3. Soient ye R" = C,, et & = x1...7,, € Pin(n),x; € S*~ L. Alors zyvy(z)

est élément de R™ < C,.

Démonstration. Montrons que z1yvy(x1) = z1yx; est la réflexion de y le long du plan
perpendiculaire a x pour une base orthonormée ey, ...,e, de R” ot ¢y = z;. On a
n n n
T1yxr1 = €1 Z yiei) e = <—y1 - Z yieie1 | e1 = —y1e1 + Z Yi€i-
i=1 i=2 i=1
Par récurrence, pour tout m, on a que xj...Z,yy(T1...Ty) est une réflexion de

zo ... Tmyy(T2...Ty) € R™. C’est bien un élément de R™. O
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Lemme 6.1.4. L’application X : Pin(n) — GL(n,R), A(z)(y) = zyy(z), est un homo-

morphisme de groupes de Lie.

Démonstration. Nxz')(y) = z2'yy(zz") = za'yy(2")y(z) = Mz)M2")(y) O

6.2 Revétement universel de SO(n)

Dans cette section, nous démontrons le résultat suivant.

Proposition 6.2.1. A : Spin(n) — SO(n) est revétement de degré 2 et revétement

universel de SO(n), pour tout n = 3.

Lemme 6.2.2. \: (Pin(n), Spin(n)) — (O(n), SO(n)) est surjectif.

Démonstration. Soit A € O(n) : A est une composition de réflexions Ay, ..., A,,. Par
le lemme 6.1.3, A = A(z1...2y,) o0 x; € S™~1 vecteurs perpendiculaires aux axes de

réflexion des A;.

Puisque A(z;) est une réflexion, det A(z;) = —1. Si m est pair, alors det A(z1 ... xzy,) =
det(A(z1) ... M) = det A(x1) ... det A(zy,) = (1) = 1, d’ott A(Spin(n)) < SO(n).
Réciproquement, si A € SO(n), alors det A = 1 et A est une rotation. A est composition
d’un nombre pair de réflexions : comme ci-haut, il existe z ...z, € Spin(n) tel que

A= Nz1...2m). O

Lemme 6.2.3. A : Spin(n) — SO(n) est un revétement avec ker A = Z/27.

Démonstration. Soit z € ker . Alors xyz~! = zyy(z) = A\(=)(y) = Id(y) = y, dou

zy = yx pour tout y € R™. Alors z € Z(C,,) n Z(CY) = R. Les seuls éléments réels de
Spin(n) sont 1 et —1. Réciproquement, A\(1) = 1yl = y et A\(—1) = —1y(—1) = y. On
en conlut que ker A = {—1,1} = Z/2Z.

Le groupe ker A agit librement et proprement sur Spin(n) par multiplication & gauche :

par le théoréme de variété quotient, la projection Spin(n) — Spin(n)/ker A est une
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submersion. Le premier théoréme d’isomorphisme donne lieu & I'isomorphisme de groupes
de Lie Spin(n)/ker A = SO(n). La surjection A est donc une submersion par composition
d’une submersion et d’un difféomorphisme et ainsi, A est une application ouverte. Il existe
un voisinage U de 1 € Spin(n) ne contenant pas —1. My : U — A(U) € SO(n) est une
bijection car ker M|y = {1}. A étant ouverte, il en est de méme pour Ay : il s’ensuit que
Aly est homéomorphisme. Par translation, pour tout o € SO(n), on a cU = A\(oU) 5 o

faisant de A un revétement de SO(n). O

Lemme 6.2.4. Spin(n) est connexe pour tout n = 2.

Démonstration. Soit {e1,ea,...,e,} base de R™. Posons

a(t) = (cos(mt/2)ey + sin(nt/2)es) - (cos(mt/2)er + sin(nt/2)es).

On a || cos(mt/2)e; + sin(mt/2)es|| = 4/cos(mt/2)2 + sin(rt/2)? = 1, indiquant que a(t)
est bien produit d’un nombre pair d’éléments de S"~!, donc élément de Spin(n) pour

tout t. On a a(0) = (0 + e2)(0 —ez) = 1 et a(1) = (e1 + 0)(e; — 0) = —1.

Puisque SO(n) est connexe, il existe un chemin joignant A\(z) et A(1) pour tout = €
Spin(n). Puisque A est revétement, il en existe un relévement o, joignant z ou —z €

A~Y(z) a 1 € Spin(n). Sans perte de généralité (quitte & multiplier par —1 tout ce qui

-1

suit), supposons que a,(0) = z. Soit y € Spin(n). Si a,,(0) = y, la concaténation a,,

* Uy

1

est un chemin de z & y. Si ay(0) = —y, la concaténation —a, " * o * a; est le chemin

voulu. O

Lemme 6.2.5. Spin(n) est simplement connezxe pour tout n = 3.

Démonstration. Par les lemmes précédents, Spin(n) est connexe et revét doublement
SO(n). Ce dernier a comme groupe fondamental Z/2Z lorsque n > 3. L’image de
m1(Spin(n)) par ’homomorphisme injectif Ay : 71 (Spin(n) — 7 (SO(n)) induit par
A est un sous-groupe d’indice 2 dans m1(SO(n)) = Z/2Z. 11 s’ensuit que 7 (Spin(n)) est

le groupe trivial, unique sous-groupe d’indice 2 de Z/27Z. O
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Démonstration. (Prop. 6.2.1) Par ces lemmes, nous avons montré que Spin(n) est revé-
tement de degré 2 simplement connexe de SO(n). Par unicité du revétement universel

en tant que revétement simplement connexe, nous avons démontré la proposition. L]

6.3 Structure spin

Le revétement universel A nous permet d’étudier certains espaces topologiques a travers
un fibré Spin(n)-principal. Nous définissons cette structure et en explorons des particu-

larités lorsque l'espace est une variété lisse.

6.3.1 Structure spin d’un complexe CW

Soit X un complexe CW connexe.

Définition 6.3.1. Une structure spin sur un fibré SO(n)-principal p : Pso — X,n > 3,
est la donnée d’un fibré Spin(n)-principal p’ : Pspin — X et d’un revétement de degré 2,

A : Pspin — Pso, tels que le diagramme suivant commute,

Pspin x Spin(n) _AxA Pso x SO(n)

! b

P Spin

ou p’ et p sont les actions de groupes respectives sur Papin €t Pso.

Deux structures spin Aq, Ag sont équivalentes s'il existe f Spin(n)-équivariante telle que

A1 = Asf. On considérera pour la suite les structures spin a équivalence prés.

Soit F' fibre de p et « générateur de m1(F) =~ m1(SO(n)) =~ Z/2. On peut montrer
(Friedrich, 2000, p. 36) que les structures spin sur X (& équivalence prés) sont en cor-
respondance avec les sous-groupes d’indice 2 de 71(Pso) ne contenant pas igo, ol iy

est induite par l'inclusion F' < Pgp. Soit H un tel sous-groupe. Alors la composition
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1 (F) #, 7m1(Pso) R m(Pso)/H = Z/2Z = 7 (F) envoyant o sur i4(a)H est I'iden-
tité sur m (F). Cette correspondance méne au résultat suivant qui caractérise 'existence

d’une structure spin.

Proposition 6.3.2. Un complexe CW connexe X muni d’un fibré SO(n)-principal pos-
séde une structure spin st et seulement si la classe de Stiefel-Whitney de degré 2 du fibré

est nulle.

Démonstration. La fibration F' — Psp — X donne lieu a la suite exacte (McCleary,

2001, Exemple 1.A)

HY(X;Z/22) — H'(Pso; Z)2Z) > HY(F;7/2Z) %> H2(X;Z/2Z)

On définit la classe de Stiefel-Whitney de degré 2 par wy(X) = 0(1).

Remarque. Cette définition est compatible avec la définition d’une classe de Stiefel-

Whitney du fibré vectoriel associé.

Par exactitude, wy(X) = 0 si et seulement s'il existe un élément f € H'(Pso;Z/27) tel
que i f = 1. Par naturalité de 'homomorphisme d’Hurewicz h, on a la commutativité

du diagramme suivant,

7/27 = 1 (F) —%— 11(Pso) ——— m(F) = /2%

J» J» J»

727 ~ H\(F;Z) —* Hy(Pso;Z) —— H\(F;Z) =~ 7)2Z

qui implique que fiy est 'identité si et seulement si fi, est I'identité. Par le théoréme
des coefficients universels, on peut voir fi, € Hom(H(F;Z),Z/2Z) comme 1’élément

i*f e HY(F;7/27).

L’existence d'un f tel que i,f = 1 est donnée par l'existence d'un H < m1(Psp) ne
contenant pas I'image du générateur de 71(F); ce H est en correspondance avec une

structure spin. ]
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La derniére étape de la démonstration combinée & l’exactitude de la suite plus haut en

H'(Pso;7/27) méne au corollaire suivant.

Corollaire 6.3.3. Lorsque wa(X) = 0, les structures spin de X sont en correspondance

avec les éléments de H'(X;7,/27).

6.3.2 Structure spin d’une variété lisse

Soit M une variété lisse orientée de dimension n. On considére le fibré tangent T'M , pour
lequel on fixe une orientation (la variété T'M étant orientée pour toute M orientée). On
considére les ensembles de repéres orthonormés orientés de toutes les fibres. Ils forment

un fibré SO(n)-principal au-dessus de M.

Définition 6.3.4. Une structure spin sur une variété lisse orientée est une structure

spin sur son fibré de repéres orthonormés.

Puisqu’'une variété lisse est du méme type homotopique qu'un complexe CW (Milnor,

1963, Théoréme 3.5), la proposition 6.3.2 et la remarque donnent lieu au résultat suivant.

Proposition 6.3.5. Une variété lisse orientée M posséde une structure spin si et seule-
ment si sa classe de Stiefel-Whitney de degré 2 est nulle. Si tel est le cas, les structures

spin sont en correspondance avec les éléments de H'(M;7,/27).

Corollaire 6.3.6. Toute variété orientée de dimension 3 posséde une structure spin.

Démonstration. Une variété orientée Y de dimension 3 posséde une trivialisation de son
fibré tangent TY =~ Y x R? (Milnor et Stasheff, 1974, Probléme 12-B). Toutes les classes
de Stiefel-Whitney de T'Y sont triviales (Milnor et Stasheff, 1974, Prop. 4.2). O

6.4 Structure spin®

Définition 6.4.1. Le groupe Spin‘(n) est

Spin‘(n) = Spin(n) xz7 5"



74

ou Z/27 agit par multiplication par —1. C’est donc dire que [(g, 2)] = [(—g, —z)] dans
Spin‘(n).

Soit A’ : Spin® — SO(n) le morphisme tel que N([g,z]) = A(2), ou A(z) est tel que

discuté au lemme 6.1.4. Cette application est bien définie par la proposition 6.2.1.

Définition 6.4.2 (Friedrich, 2000). Soit Pgo,)(M) le fibré des repéres orthonormés
du fibré tangent d’une variété M. Une structure spin® sur la variété M est un fibré
Spin®(n)-principal Pgyine(ny muni d'un morphisme de fibrés A tel que le diagramme
suivant commute,

e AxN
PSpinc(n) x Spin(n) L Pgo(n)(M) x SO(n)

l |

PSpinC(n) A PSO(n) (M)

N,

Y

ou les fléches verticales sont les actions respectives des groupes de structure sur les fibres.

L’équivalence entre structures spin® est analogue a celle entre structures spin (Déf. 6.3.1).

Proposition 6.4.3. Une variété spin posséde toujours une structure spin®.

Démonstration. Soit A : Pspin — Pso une structure spin sur une variété. Définissons
les fibres (Pspine ), d'un fibré Spin‘-principal par (Pspine)s = (Pspin)z Xz/27 S Let A par
Alg.2]) = A(2). =

Dans les chapitres qui suivent, nous alternerons entre la définition 6.4.2 et la définition

suivante d’une structure spin® sur une variété Y de dimension 3.

Définition 6.4.4 (Kronheimer et Mrowka, 2007). Une structure spin® sur Y est un fibré

hermitien S de rang 2 muni de la multiplication de Clifford

p:TY — End(S)
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telle qu’en chaque T,)Y" =~ R3, pour toute base orthonormée {e1, ez, ez}, il existe une base

orthonormée de S pour laquelle les p(e;) s’expriment comme
i 0 0 —1 0 1

, 02 = y 03 =
0 —2 1 0 i 0

o1
pour i = 1,2,3. S est un fibré spinoriel au-dessus de Y.

Deux structures spin® (S, p) et (S, p’) sont équivalentes §’il existe un isomorphisme de
fibrés ¢ : S — S’ tel que la base orthonormée de S” donnant p/(e;) = o; est obtenue en

appliquant le changement de base ¢ a la base orthonormée de S donnant p(e;) = 0.

Proposition 6.4.5. Les définitions 6.4.2 et 6.4.4 ci-haut sont équivalentes.

Démonstration. Supposons qu’on a une structure spin® telle que décrite par la définition
6.4.2. Il suffit de constuire le fibré spinoriel associé¢ S = Pgpine(3) Xx C? om & est l'iso-
morphisme entre I'algébre de Clifford complexifiée de R? muni de la forme quadratique
—23 — 23 — 23 et End(C?) ® End(C?) (Friedrich, 2000, Prop., p. 13). En définissant la
multiplication de Clifford p comme la restriction de x a R? suivie de la projection sur la
premiére composante End(C?), on a qu’il existe une base de S telle que p(e;) = o; pour

i=1,2,3.

Réciproquement, supposons qu’on a une structure spin® telle que décrite par la définition
6.4.4. Alors pour une base orthonormée {ey, ez, e} de 7)Y, il existe une base {s1, s2} de

Sy telle que p(e;) = o; pour i = 1,2, 3.

Supposons qu’une autre base {as; + bsa, ¢s1 +dsa} respecte cette condition pour la méme
base orthonormée de T,Y". Alors la matrice de changement de base A = (Z Z) commute
avec chaque 0,7 = 1,2,3. Ceci donne les relations b = ¢ = 0 et a = d. C’est donc dire

que les bases de S, donnant p(e;) = o; différent d’un multiple ¢ € S*.

En considérant les bases orthonormées de S quotientées par cette action de S*, on forme
le fibré PU(2)-principal Ppy(9)(S), ot PU(2) = U(2)/S*. Nous pouvons alors définir

un morphisme de fibrés p : Pgo3)(Y) — Ppy(a)(S) envoyant une base orthonormée
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{e1,e2,e3} € SO(3) de T,Y sur la classe de bases orthonormées [{s1,s2}] telles que
p(ei) = 0;. De plus, il y a un morphisme de fibrés entre le fibré P (S) des repéres
orthonormaux de S et Ppy(9)(5), induit par le quotient U(2) — PU(2). Par conséquent,
on obtient le carré pullback suivant dans la catégorie des fibrés principaux au-dessus de

Y.
| Jq (1)

Nous constatons que p est en fait un isomorphisme. En effet, nous avons montré que p,

est injectif. Or, SO(3) est isomorphe & PU(2) via (voir Section 6.4.1 plus bas)
PU(2) = U(2)/S' = SU(2)/Zs = SO(3).

Un morphisme injectif entre deux groupes de Lie de dimension finie isomorphes est un

isomorphisme.

Dans la catégorie des groupes de Lie, nous avons le carré pullback suivant,

Spin®(3) —— U(2)

J |

S0(3) —— PU(2)
ol K est déterminé par les trois autres fléeches. Montrons que ce morphisme est injectif.
Soient A, B € SO(3) et [g, 2], [h, w] € Spin®(3) tels que N([g,z]) = A, N([h,w]) = B.
Les définitions de X, k et g et la commutativité du carré donnent lieu aux implications

suivantes,

i(A) = &#(B)
&X'([g, 2]) = &X' ([h, w])
= g([h, w])

t - k([h,w]), pour un t € S*

)

)

qr([g, 2])
r(lg,2])
]

el

[g,2] = [h,tw] € Spin°(3) = SU(2) xz, S*
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A(g) = AM(£h) = A(h), car ker(\) = Zo

A

montrant l'injectivité de £. Comme plus haut, I'isomorphisme SO(3) = PU(2) fait de &

un isomorphisme.

Nous avons montré que py, et & différent d’un automorphisme de SO(3). Par la propriété
universelle du pullback (voir Section 6.4.2 plus bas), nous concluons que P(p,q) est un

fibré Spin®(3)-principal au-dessus de Y. En prenant
A (B, q) = Psog)(Y)

égal a la fleche de gauche du carré (1), nous obtenons la commutativité du diagramme

de la définition 6.4.2.

Finalement, les deux notions d’équivalence entre structures spin® sont compatibles de

la facon suivante. Un isomorphisme f : Pgpine — P de structures spin® induit un

Spin®
isomorphisme ¢ entre les fibrés associés S = Pspine x4 C? et S = Pspine X/ C2, on
K =¢ok:(C3®C — End(S) — End(S’). La restriction p' = ¢ o p = ¢ o k|gs donne
la condition voulue pour I'équivalence de structures spin® au sens de la définition 6.4.4.
Réciproquement, un isomorphisme ¢ : S — S’ de structures spin® vues comme fibrés
hermitiens induit un isomorphisme ¢’ entre les PU (2)-fibrés Pp(2)(S) et Ppy(a)(S’) de
la construction ci-haut. Par unicité du pullback, les fibrés P(p, q) et P(¢’ o p, ¢’ 0q) sont

isomorphes via un morphisme spin®-équivariant. O

Remarque. Une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une structure spin®
est d’avoir que la deuxiéme classe de Steifel-Whitney wy(Y') est la réduction modulo 2
de la premiére classe de Chern ¢q(L) d’un fibré C-vectoriel L. Une autre définition
de structure spin® sur Y est qu'une structure spin® est un fibré C-vectoriel dont la

premiére classe de Chern modulo 2 est égale a wa(Y") (Friedrich, 2000, pp. 48-49). Cette
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caractérisation permet de voir qu’il existe une structure spin® pour toute variété lisse de

dimension 3, puisque wy(Y) = 0 par trivialité du fibré tangent TY .

Nous terminons ce chapitre avec les détails algébriques cités dans la démonstration.
6.4.1 Isomorphisme PU(2) = SO(3)

Démonstration. On considére SU(n) < U(n), et Z(U(n)) = U(1) <U(n), ou
U(1) = {diagn(e?),0 < 6 < 27} = S*.

SU(n) nU(1) est I'ensemble des racines n-émes de 1'unité, car det(diag,(e?)) = 1 si et

seulement si €™ = 1. On écrit SU(n) n U(1) = Z/nZ.
Pour A € U(n), on peut écrire

A
A= — 2 det(A)VL.
det(a)vn 2t

A >:( det(A)

0
" det(A)Un )~ (det(A)Hn)n

=1et

a det(A)1/m € SO(n) car det (

det(A)/"I e U(1) car det(A) € S'. C’est donc dire que SU(n)U(1) = U(n).

Par le deuxiéme théoréme d’isomorphisme,

SU(n) _ SU(n) SUMm)U(1) _ U(n)
Z/nZ — SU(n)nU(1) U(1) U(1)

2
2
2
)

=

2

Lorsque n = 2, la suite exacte suivante
1 —7Z/2Z — SU(2) = Spin(3) — SO(3) — 1,

donne lieu au résultat
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6.4.2 Isomorphisme de pullbacks

Dans une catégorie quelconque avec pullbacks, soient deux isomorphismes f,g: X — Z
et une fleche Y — Z. Nous voulons montrer que les pullbacks X x ;Y et X x,Y sont

isomorphes.
Les isomorphismes f et g différent d’un automorphisme h : X — X ; c’est-a-dire que
g = fh. On obtient un diagramme commutatif :

Xx;Y — Y

|,

Puisque X x; Y fait commuter le rectangle extérieur, par la propriété universelle du
pullback pour X x4V, il existe une unique fleche X x Y — X x,Y faisant commuter

le diagramme suivant.

X = Z

De méme, il existe une unique fleche X x,Y — X x ;Y faisant commuter le diagramme

suivant.

La composition de ces deux fleches est I'unique fleche X x ;Y — X x, Y faisant com-
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munter la diagramme suivant.

XXfY

A

Cette fleche ne peut étre nulle autre que l'identité. Symétriquement, on aura que la
composition X x4, Y — X x;Y — X x4 Y est I'identité. Par conséquent, nous avons un

isomorphisme X x; Y = X x,Y. [



CHAPITRE VII

HOMOLOGIE DE FLOER

Avec la notion de structure spin® en main, nous sommes fin prétes a introduire I’homo-
logie de Floer d’une variété de dimension 3. Tout au long de ce chapitre, nous suivons

I'approche de Peter Kronheimer et Tomasz Mrowka (Kronheimer et Mrowka, 2007).

Leur version d’homologie de Floer est obtenue en étudiant les solutions aux équations de
Seiberg-Witten pour une variété de dimension 3. Nous appliquerons cette théorie a des
sphéres d’homologie afin de mieux comprendre le groupe de cobordismes d’homologie
@g . Ainsi, au cours de ce chapitre, nous admettrons des résultats qui s’avérent triviaux
pour des sphéres d’homologie. Nous citerons Kronheimer et Mrowka pour les détails se

rapportant au cas général.

Dénotons par (Y, s) la variété compacte Y de dimension 3 munie d’une métrique et d’une
structure spin® s = (.5, p), ou S est le fibré spinoriel au-dessus de Y et p la multiplication

de Clifford associée (Déf. 6.4.4).

Soit V la connection Levi-Civita sur TY .

Remarque. A priori, les constructions impliquant V dépendent de la métrique sur Y

elles s’avérent équivalentes (Kronheimer et Mrowka, 2007).
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7.1 Espace affine des connexions spin®

Définition 7.1.1. Une connection unitaire B sur S est une connezion spin® si sa dérivée

covariante Vg est telle que

Vu(p(X)9) = p(V(X))Y + p(X)VB(¥).

Une connexion B induit une connexion B! sur le fibré en droites (complexes) S A S

B'(p ~ ) = B(p) Ah+ 1 A B(yp).

Deux connexions spin® B et B’ sont telles que

(VB = V) (p(X)P) = p(V(X)) + p(X) V() — p(V(X))Y = p(X)Vp(¢)
= p(X)(VB = V) (¥).

Or, p|T, M étant une représentation irréductible de I’algébre de Clifford de R3, on a par

le Lemme de Schur que Vp — Vg est un multiple de I'identité sur chaque fibre de S.
De plus, puisque B, B’ sont unitaires, on a

(V5 =V, o)+ @, (VE — Vi)e)
= (V5,0 + (b, Vi) — (Viah, ©) — (b, Vizp)

ce qui fait de V¥ — Vg, un opérateur unitaire pour tout X € I'(T'M).

La différence V 3—V g est donc élément de Q1 (Y, {\dg, A € C}nU(S)) = QL(Y, {iXldg, \ €
R}) =~ QL(Y,iR).

Il s’ensuit que l'espace des connexions spin® de (Y,s), noté A(Y,s), est un espace

QL(Y, iR)-affine.

On en déduit aussi que les connexions induites sur S A S sont des 1-formes a valeurs dans
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iR. En effet, posons Vgt (Y Ap) = f+ig, Vpre(bap) = f'+ig ou f, g, f',g € C*(Y,R).
Alors
(Ve = V)@ np) = (f = )W A p) +ilg —g) (W A )

et
(Ve = V) rn ) = (VB=Vp )Y rno+9¥ A (Ve = Vp)(p)

=AY A @+ Y AT

= 2iIA(Y A @)

pour un A € R, si bien que f — f’ = 0. En inversant les roles de B, B’, on obtient
f'=f=0,dou f = f = 0. En conclusion, les connexions induites sur S A S sont

éléments de Q'(Y,iR).
7.2 Equations de Seiberg-Witten

Définition 7.2.1. Soit B une connection spin® sur (Y,s). L’opérateur de Dirac Dp est

défini par

Dg: I'(S) 5 T(TM*®S)=T(TM®S) - ()
v B):z— X B@)(x)e;  — Xp(e)Vy(¥)

ou e;, 1 = 1,2,3 sont des coordonnées locales sur T, M.

Définition 7.2.2. Les équations de Seiberg- Witten sont

Fpe —p ' (20 @ ¢* + [9|*L) =0

Dgp(y) =0

ot Fgi € Q%(Y,iR) est la forme de courbure de B! et p est définie sur les 2-formes par

p(dx A dy) = %(p(dw)p(dy) - p(dy)p(dfv))-

Une solution (B, 1)) de ce systéme est dite réductible si 1) = 0 et irréductible sinon.
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7.3 Action du groupe de jauge

Définition 7.3.1. Un automorphisme d’une structure spin® est un autormorphisme uni-

taire du fibré spinoriel S qui commute avec la multiplication de Clifford.

En d’autres mots, un automorphisme unitaire de fibré v : S — S est un automorphisme

de structure spin® si et seulement si

p(v)uls, = uls,p(v)

pour tout v € T,.Y.

En particulier, oyuls, = ulg, 01 et oouls, = uls,00. En posant u|g, = (¢ %), la premiére
équation donne b = ¢ = 0 et la deuxiéme a = d. La matrice u|g, étant unitaire, on
a a € S'. Ainsi, les automorphismes de structure spin® peuvent étre vus comme des
applications

w:Y — St

Définition 7.3.2. Le groupe de jauge de (Y,s) est 'ensemble des automorphismes de

structure spin® pour la structure s, noté

G(Y,s) ={u:Y — S'}.

G(Y,s) agit sur A(Y,s) par pullback. Par Leibniz, on a
B(1) = Bluu'%) = du - u™'1p + uB(u"14).
Le terme de droite étant le pullback par u, on écrit ’action comme
u-B=B—uldu.

G(Y,s) agit sur I'(S) par uib(x) = u(x)y(x), multiplication scalaire de 1 (x) € C? par
u(z)e St < C.
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Fixant un point de base z¢ € Y, on pose Go(Y,s) = {ue G(Y,s) |u(zg) = 1} et
M= <A(Y,s) x r(S)) /Go(Y, 5).

Montrons que M est une variété. D’abord, A(Y,s) et I'(S) sont des variétés car la pre-
miére est un espace affine et la deuxiéme est une espace de fonctions lisses entre une
variété compacte, Y, et une autre variété, le fibré vectoriel S (Golubitsky et Guillemin,
1973, Théoréme II1.1.11). Leur produit est donc une variété. Ensuite, Go(Y,s) agit li-
brement sur A(Y,s) x I'(S) : en effet, B est fixé par les u € G(Y, s) constants car du = 0
et I'unique tel élément de Go(Y,s) est u = 1. L’espace M est variété lisse en vertu du
théoréme de la variété quotient qui stipule qu’'un quotient d’une variété lisse par une

action libre et proprement discontinue d’un groupe topologique est une variété.

7.4 Champ de vecteurs invariant

Les équations de Seiberg-Witten peuvent étre vues comme le gradient d’une fonctionnelle
L: A(Y,s) xT'(S) — R de sorte que —VL = 0, ou V indique le gradient, est équivalente

aux équations de Seiberg-Witten.
Montrons que le champ de vecteurs —V L, ou V est le gradient, est G(Y, s)-invariant.

D’abord,

wp @ (up)* — w2l = vy @ p* — |2l = » @ ¢* — [¢*I

car |u| = 1. Ensuite,

Fupt($ 7 @) = Vi (¥ A @)
= Vupt (VB A © + 1 A Vupp)
=V2p0 A p+1h AVigp+2(Vupth A Vupyp)
= Fupt) A ¢+ % A Fupo + 2(Vapuu™ 4§ A Vipuu™ ')

=uFgu™ A o+ AuFpu~tp + 2u2(V§11/) A Vglcp)
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= u?(Fpu 'Y Ao+ A Fputo+2(VE'e A Visle)
= u?Fgi(u™l A ulyp)
= u?(u"")?Fpe(¥ A )

=Fp:(Y A o).
Finalement,

Dyp(utp) = Blurp) — u™H(w))du = uB(¢) + dutp — Ypdu = uB(p) = uDp(1).

Dans M, ceci donne lieu a l'égalité des classes [Dyp(uy)] = [uDp(¥)] = [Dp(¥)] si
u € Go(Y,s). Il s’ensuit que le champ de vecteurs —V L induit un champ de vecteurs

[~V L] bien défini sur M.

7.5 Eclatement

Maintenant, on voudrait appliquer les idées de I’homologie de Morse a ’aide de [-V L].
Pour ce faire, il faut des points critiques isolés; or, si [B,1] est point critique, les
points {u[B,¢],u € G(Y,s)} sont aussi critiques en vertu de la G(Y,s)-invariance. En
quotientant M par Paction résiduelle de G(Y,5)/Go(Y,s) = S, on obtient des points
crtiques isolés, mais M /S! n’est pas nécessairement une variété topologique. En effet, le
groupe topologique S' n’agit pas librement car pour v € G(Y,s) & valeur constante dans

St on adu =0 et alors

u[B,0] = [B — v 'du,u - 0] = [B,0].

En fait, I’ensemble des points de M qui ont un stabilisateur non trivial est {[B,0]| B €
A(Y,s)}. On voudrait remplacer ce sous-ensemble de M par un ensemble de points sur

lequel S! agit librement.

On munit I'(S) de la norme L? et on considére sa complétion que I'on note aussi I'(.S9).

Soit la sphére unité S(I'(S), L?) = { € T'(9), |¥| = 1}. Tout élément de T'(S) s’écrit



87

alors 77 pour un réel 7 = 0 et un 1 € S(I'(S), L?). Cette écriture est unique pour un
élément non nul de I'(S). On définit I’éclatement de A(Y,s) x I'(S) comme étant la
variété

A(Y,s) x Rsg x S(I'(S), L?).
Le groupe G(Y,s) agit par
u(Byr, ) = (B — u” du, , ui)

et cette action est libre. L’identification de {0} x S(I'(S), L?) donne une surjection vers

A(Y,s) x I'(S). On a donc éclaté M en une variété
M = (,4(1/,5) x Rsg x S(F(S),L2)) /Go(Y,s)
sur laquelle S* agit librement. On pose
B? = M?/S" = (A(Y,s) x Rsg % S(F(S),LZ)) JG(Y, s),

qui est variété topologique par le théoréme de variété quotient.
7.6 Champ de vecteurs éclaté

On modifie le champ de vecteurs —V L pour obtenir un champ de vecteurs sur A(Y,s) x

R=o x S(I'(S), L?)

(~VL)(B,r,v) = (Fpe—p™ @ro@r* +|rof21), (b Dp())r, D)=, Dp(¥)v),

oil le produit scalaire hermitien {.,.) est induit par la norme L?. Remarquons que
(P, Dp (1)) est réel et posséde des valeurs propres réelles car 'opérateur de Dirac Dp
est autoadjoint (Friedrich, 2000, Prop., p. 96). De plus, (—=VL)? est G(Y,s)-invariant
car

(up, Dp(ur)) = {utp, uDp(¢)) = way, Dp(¥)) = (¢, Dp(¥)),

ce qui définit un champ de vecteurs [(—VL)?] sur B°.
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La théorie de Morse appliquée a B? avec [(—VL)?] permet d’étudier M car les points

critiques des champs de vecteurs [(—V L)?] et [(—VL)] sont reliés par le lemme suivant.

Lemme 7.6.1. 1. Sir #0, [B,r,¢] est point critique de [(—V L)?] si et seulement
si [B,ry] est point critique de [(—VL)].

2. Sir =0, [B,0,¢] est point critique de [(—V L)?] si et seulement si [B,0] est point

critique de [(—VL)] et ¢ est vecteur propre de Dp.

Démonstration. Soit [B,r,1] point critique de [(—=VL)?]. Les deux champs de vecteurs
ayant une premiére composante identique, il suffit de vérifier que Dp(ry) = 0. Supposons

que r # 0. Alors (¢, Dp(¢)) = 0. Il s’ensuit que 0 = D () — (¢, Dp(¢)) - = Dp(y),
d’ott Dg(ry) = rDp(y) = 0. Supposons que r = 0. Alors Dg(ry)) = rDp(y)) = 0.

Réciproquement, si [B,ri] est point critique de [(—=VL)], on a 0 = Dg(ry) = rDp(y).
Supposons que r # 0. Alors Dg(v)) = 0 et (—=VL)?(B,r,¢) = 0. Supposons que r = 0

et soit A : M — R valeur propre associée & . Alors

Dp(¥) =&, Dp()) - = Mp = b, Mpyip = M — Xap, y¢p = 0. O

7.7 Complexes de chaines

7.7.1 Groupes de chaines

La variété B a comme bord 0B? = {[B,r,0]|r = 0}. On veut lui définir un analogue
a I’homologie de Morse pour une variété avec bord en considérant le champ de vecteurs
[(=VL)?]. On peut garantir la transversalité des variétés stables et instables en per-
turbant L en lui additionnant une fonction G(Y,s)-invariante (Kronheimer et Mrowka,
2007 Prop. 12.2.5). Une telle perturbation permet aussi de donner un analogue de la
non-dégénérescence des points critiques (Kronheimer et Mrowka, 2007 chap. IV). Ces
derniers n’ont pas de Hessienne associée car [(—VL)?| n’est pas gradient d’une fonction

de Morse a proprement parler; on peut en définir un analogue en prenant la dérivée du
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champ de vecteurs [(—VL)?] (une Hessienne étant la dérivée du gradient d’une fonc-
tion). Lorsque cet analogue est un isomorphisme en un point critique, ce dernier est alors
non dégénéré; il en découle aussi que les points critiques non dégénérés sont isolés dans

B (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 205).

Définition 7.7.1. Un point critique [B,r,v] € int B? est dit irréductible (en particulier
car ri) # 0). Un point critique [B,0,1] € B est dit stable si 1 est associé a une valeur

propre positive de Dp et instable si 1) est associé a une valeur propre négative de Dp.

Un point critique réductible [B, 0, ] est non dégénéré si et seulement si 'opérateur Dp,
dont le spectre est discret pour Y compact (Friedrich, 2000, p. 99), n’a pas zéro comme
valeur propre et ses espaces propres sont de dimension 1 (Kronheimer et Mrowka, 2007

Prop. 12.2.5).
On considére les modules suivants

C° = Z/2Z{points critiques irréductibles)
C*® = Z/27{points critiques stables)

C" = 7,/27points critiques instables)

et on pose
C=c’dcCe
C=c’pcC
C=CpC"

7.7.2 Gradation relative

En théorie de Morse appliquée & une variété de dimension finie, les points critiques ont
un indice défini comme étant le nombre de valeurs propres négatives de la Hessienne de
la fonction de Morse en ce point. Ici, notre variété B¢ est de dimension infinie : la notion

d’indice n’est donc pas forcément bien définie. On peut par contre définir une gradation
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relative entre deux points critiques a et b.

Soit d = 0 générateur de I'image de 'application envoyant [u] € H(Y,Z) & (c1(S) —

[u])[Y] € Z, I'évaluation de la classe fondamentale de Y par le cup-produit ¢1(S) — [u].

Définition 7.7.2. La gradation relative entre les points critiques a et b € B du champ

de vecteurs [(—VL)7] est

dim M(a,b) —1 mod d e Z/dZ si a stable et b instable,
gr(a,b) =
dim M (a,b) mod d e Z/dZ sinon,

ou M (a,b) est I'espace de modules des trajectoires allant de a a b.

Remarque. Lorsqu’on parle de la dimension d’un espace de modules, on veut en fait
parler de sa dimension formelle. Cette derniére correspond & l'indice de 'opérateur ana-
logue & la Hessienne (Kronheimer et Mrowka, 2007, Théoréme 14.4.2), qui s’avére avoir
un noyau et un conoyau de dimensions finies. L’indice est donné par la différence entre
ces dimensions. Lorsque M (a,b) est une variété lisse, la dimension formelle correspond

4 la dimension de la variété.

Danslecasoua = [B,0,¢] et b = [B,0, ¢], ces points critiques sont associés a des valeurs
propres A, < Ap de Dp. Soit n le nombre de valeurs propres A telles que Ay < A < Ap.
On a dim M(a,b) = 2n (Kronheimer et Mrowka, 2007, section 14.6), de sorte que

2n—1 mod d€ Z/dZ si a stable et b instable,
gr(a,b) =

2n mod d € Z/dZ sinon.

Le quotient par d donne la G(Y,s)-invariance de cette gradation sur B? car une tran-
formation de jauge u € G(Y,s) représente un élément de [u] € H'(Y,Z); ce qui fait de

gr(a, b) une valeur bien définie pour a,b € B?.



91

7.7.3 Opérateurs de bord

On définit les opérateurs

on: Ch — cB
a — > [M(a,b)] b
beCcB
dim M (a,b)=0

pour A parmi o,u et B parmi o, s et

aaL cA o
a — D1 [Ma(a,b)] b
beCB

dim Mp(a,b)=0

pour A, B parmi u et s, ou Mp(a, b) est 'espace des modules de la restriction de [(—V L)7]

a oB’.

On pose
< oo ovdl A o o _ |a o,
0= =S =s |’ 0= =S =u = =S ’ 0= =5 =Uu
02 04+ 0¥o, 0,07 0, + 0,0¢ 0, O

~

Un calcul direct vérifie que P =032 =7 =0. Ceci fait de (5’,5), (6’,5), (C,0) des

complexes de chaines.

7.8 Homologie de Floer

Définition 7.8.1. Les homologies

—

HM(Y,s), HM(Y,s), HM(Y,s)

Witten-Floer de la variété (Y, s).
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Définition 7.8.2. Les groupes
HM(Y) = @ HM(Y,s),
5
HM(Y) = @ HM(Y,s),
5
HM(Y) =@ HM(Y,s)
S

sont les groupes d’homologie de Seiberg- Witten-Floer totauzr de la variété Y.
7.8.1 Structure de module

Le cap-produit en homologie singuliére confére aux groupes d’homologie une structure
de module sur 'anneau de cohomologie. De fagon analogue, les groupes d’homologie de
Floer sont des modules pour ’anneau de cohomologie de B?. Cette variété est du méme
type homotopique que H*(Y;R)/H'(Y;Z) x CP® et elle a comme cohomologie I’anneau
N\ HYY;Z) ® Z[U] (Kronheimer et Mrowka, 2007, Prop. 9.7.1).

7.8.2 Longue suite exacte

Soient les applications suivantes

p: C — C
(a,0) +—  (0%a+ 05b,b)

qui, par calcul direct, sont des morphismes de chaines dans le cas de 7 et j, et antimor-

phisme de chaines dans le cas de p (i.e. pg = —0p).

Proposition 7.8.3. Les applications i, j,p induisent une longue suite exacte pour les
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groupes d’homologies de Seiberg- Witten-Floer.

Autrement dit, le triangle suivant est exact.

HM(Y,s) HM(Y,s)

HM(Y,s)
Démonstration. Nous esquissons la démonstration (Kronheimer et Mrowka, 2007, Prop.22.2.1)
en donnant les ingrédients principaux. On introduit le groupe auxiliaire £ = CaC et

les applications
e: E — E

(a,b) +—  (0a,pa+ Ob)

k- C — E
(ZL‘,y) — (.I', —ézy,y,())

~

l: E — C
(a,b,c,d) — (a—0%d,c— 0d¥d)

K E — E
(a,bye,d) —> (0,0,0,—d)

¢?(a,b) = (0%a, poa + d(pa + 0b))
= (0, pda + pa + 5212)

=0,

ce qui fait de (E,e) un complexe de chaines. La suite exacte courte de complexes C ELEN
E 5 CA’7 ol ¢ est l'inclusion et 7 la projection, induit une longue suite en homologie
dont I’homomorphisme de connexion est p,. Cette derniére est isomorphe au triangle de

I'énoncé via I'isomorphisme H(E) =~ EJ\/J(Y,s) donné par [k = Idx et kl = Idg +eK +



94

Ke et la commutativité du diagramme

. T Y g

s HM(Y,s) —2 HM(Y,s) —2

S S

", H(E) —= 5 HM(Y,s) -2 HM(Y,s) —*— H(E) —=*— ...

T
=
=
£

2
=
=
£

donnée par j = wk et ki = + + eK1 + Ku0. O

7.9 Homologie de Floer de sphéres d’homologie

7.9.1 Solutions réductibles

Proposition 7.9.1. Soit Y une sphére d’homologie de dimension 3. Ses équations de

Seiberg- Witten possédent une unique solution réductible & transformation de jauge preés.

Démonstration. Le groupe de cohomologie H?(Y;Z) est trivial, donnant une unique
structure spin® s associée a la classe de Chern ¢;(S) = 0. La forme de courbure F: pour

une connexion B sur le fibré spinoriel S est exacte car la classe de de Rham de —%M.F ‘Bt

est égale & c1(S). Ainsi, Fg: = dg pour un g € QY(Y,iR) et alors
F(Bfg/Q)t = FBt - 2dg/2 = dg - dg = 0,
ce qui montre l'existence d’une solution réductible [B — g/2,0].

Si[B,0] € A(Y,s) x I'(S) est une solution aux équations de Seiberg-Witten, alors Fige =
dB! = 0. C’est donc dire que B! € Q!(Y,iR) représente une classe de H!(Y;iR). Or, ce
groupe de cohomologie est trivial pour une sphére d’homologie. Par conséquent, pour

toute autre solution [B + b,0], il existe une fonction f € C*(Y,R) telle que
(B +b)! = B'+2b= B+ idf.
Il s’ensuit que b = idf /2. En posant u: Y — Stz — eif(@) on a

utdu(z) = e @ (Gidf (2)e @) = idf (z) = b(x).
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On en conclut que toutes les solutions réductibles sont équivalentes & transformation de

jauge pres. ]

De plus, cette unique solution réductible est non dégénérée a perturbation prés (Kron-

heimer et Mrowka, 2007, p. 447).

7.9.2  Groupe d’homologie HM (Y')

Puisque H2(Y) est trivial, Y est doté d’une unique structure spin®. Dans I’éclatement
B? associé & cette structure spin®, I'unique solution réductible (B,0) donne lieu & un
ensemble de points critiques {[B,0, v, ],n € Z}, indexés de sorte que les valeurs propres
An de Dp associées aux 1, soient en ordre croissant A\, < A,.+1. Les espaces de mo-
dules entre deux points critiques distincts sont de dimension paire strictement positive :

I'opérateur 0 est trivial et

HM(Y)=HM(Y,s)=C = 7/2Z[U',U],

ou U™™ représente le point critique associé & la valeur propre A\, de Dp.

7.9.3 Structure de module

HM(Y) est un module pour 'anneau
NH'(Y;Z) @ Z[U] = {0} @ Z[U] = Z[U].

Rappelons que Hip(CP*;Z) = Z si k est positif et pair, et 0 sinon. Dans 'anneau
H(CP*;Z) = Z|U], U™ est associé au générateur de Ha,(CP®;Z) = Z. 1l s’ensuit que
U agit sur HM(Y) par U n U~" = U~ "} ce qui représente le point critique associé a
la valeur propre \,,_1, soit de 2 degrés inférieurs au point critique associé a \,. L’action

de U abaisse le degré relatif de 2.
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7.9.4 Invariant de Frgyshov

Proposition 7.9.2. Le morphisme p. du triangle exact de la proposition 7.8.3 n’est ni

trivial, ni surjectif pour Y une sphére d’homologie.

Démonstration. Soit b # 0 € C". Si p, est trivial, alors p.([0,b]) = [020 + Vb, b] =

[0,b] = 0 ce qui implique que (0,b) € Im 0 = {0}, contredisant b # 0.

Soit b # 0 € C®. L’'image de j, est composée des classes [a,0] pour tout a € C°. Par
exactitude, p«([a,0]) = [0%a + 0%0,0] = [0%a,0] = O ce qui implique que d%a = 0 et
Im ¢? = {0}. Si on suppose que p, est surjectif, alors i, trivial par exactitude et on a

ix([b,0]) = [-0°0,b — 0“0] = [0,b] = 0 d’out b € Im 02 = {0}, contredisant b # 0. O

Cette proposition garantit que le morphisme p, du triangle exact donne lieu & un
sous-module propre et non trivial p*W(Y) dans HM(Y) = Z/2Z[U~',U]. Les sous-

modules propres non triviaux de Z/2Z[U~!, U] sont de la forme

e}
UhHZ/QZ[U] = { 2 a,U", ay, =1 € Z/27 pour un nombre fini de an}
n=h+1

pour un h € Z.

Définition 7.9.3. Soit Y une sphére d’homologie. L’invariant de Frgyshov de Y est
I’entier h € Z tel que
pHM(Y) = UM'2/2Z[U).

L’invariant de Frgyshov est de plus invariant pour les cobordismes d’homologie, ce qui

découle du résultat suivant.

Théoréme 7.9.4 (Frgyshov, 2010, Théoréme 4). Soient Y,Y' des spheres d’homologies.
Soit W un cobordisme allant de Y a'Y' dont la forme d’intersection est définie négative.

On a
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2 = (¢ —

ot L est le fibré en droites associé a une structure spin® sur W et c1(L)
c)[W, oW] pour c € H2(W,0W;Q) dont l'image est c1(L) dans la longue suite ezacte de

la paire (W, 0W) en cohomologie & coefficients rationnels.

Notons que c1(£)? est bien définie car Y,Y” étant sphéres d’homologie, on a dans la

longue suite exacte d’une paire en cohomologie

HY(OW) = 0 — H*(W,0W) — H*(W) — H*(0W) = 0.

Cet isomorphisme définit aussi la forme d’intersection

H?(W,0W;Q) x H*(W;Q) = H*(W,0W;Q) —> Q
(a, B) — o — B([W,0W])

Proposition 7.9.5. Soient Y,Y' des sphéres d’homologies telles que [Y] = [Y'] € ©1L.
Alors h(Y) = h(Y").

Démonstration. Soit W  cobordisme d’homologie entre Y et Y’. Puisque
Hy(W,Y') = Hy(Y) = 0, la longue suite exacte en homologie de la paire (W,Y) donne
Hy(W) = 0. Par dualité de Poincaré, on a H2(W) = Ha(W) = 0. La forme d’intersection
est nulle et en particulier définie négative. On applique le théoréme pour lequel les termes
bo(W) et c1(£)? sont nuls, donnant lieu a I'inégalité h(Y) = h(Y’). En considérant le
cobordisme —W entre Y’ et Y, on a toujours une forme d’intersection nulle, donc définie

négative. Le théoréme donne 'inégalité h(Y’) = h(Y), d’ou l'égalité h(Y) = h(Y'). O

Cet invariant posséde la propriété intéressante d’étre additif sous la somme connexe.

Proposition 7.9.6 (Frgyshov, 2010, Théoréme 3). h(Y#Y') = h(Y) + h(Y”)
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7.9.5 Gradation absolue

La valeur bien définie ¢;(£)? du théoréme permet de graduer de facon absolue chaque
point critique d’une sphére d’homologie, donc de voir les groupes d’homologie de Floer

comme des Z[U]-modules gradués.

On considére une variété de dimension 4 qui a Y comme bord. En lui retirant une boule
B*, on obtient un cobordisme W entre Y et B*. On suppose que t, la structure spin® de

W, se restreint a celles de Y et S3.

La théorie de Seiberg-Witten appliquée & W donne lieu & un espace de solutions éclaté
B?(W,t) et un champ de vecteurs [(—V Ly )?] analogue a ceux décrits en dimension 3
(Morgan, 1996). Les éléments de B (W, t) se restreignent a des éléments de B7(Y) x
B°(S3) = B°(0W) (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 456). Soit ag = [B, 0, 0] le point
critique stable de S® associé a la plus petite valeur propre positive de Dg. On note

My (ag,a) la composante connexe de z € B?(W,t) dont les éléments se restreignent a

(a,ap).

Définition 7.9.7. Soit Y sphére d’homologie et soit W un cobordisme entre S3 et Y.

Le degré d’un point critique a de Y est

c1(£)? = 2x(W) — 30 (W)
4 J

gr(a) = —dim My (ag,a) +
ol Yy est la caractéristique d’Euler et o la signature de la forme d’intersection.

Remarque. La valeur (c1(£)? — 2x(W) — 30(W))/4 est la dimension de I'espace My,
des solutions aux équations de Seiberg-Witten de dimension 4 & transformation de jauge

prés si W est une variété fermée (Morgan, 1996, Théoréme 6.1.1).

Proposition 7.9.8. La valeur rationnelle gr(a) est bien définie : elle ne dépend pas du

cobordisme W ni du point critique z € B (W, t).

Démonstration. Soit W’ un autre cobordisme entre S3 et Y et soit 2/ € B7 (W’ t') qui
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donne lieu a 'espace de modules My (ag, a). On considére la variété fermée

~

W=—-B*Ug W uy —W ugs B
On prend pour acquis les résultats suivants (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 586) :
1. dim Mpga(ap) = —1;

2. dim Mgi(a_1) = 0, ot a_; est le point critique stable de S3 associé¢ a la plus

grande valeur propre négative de 'opérateur de Dirac.

On concaténe les espaces de modules de chaque cobordisme de sorte & considérer la
composante connexe d’une solution sur W se restreignant a (ag, a,ap). Notons que du
coté —B* T'orientation inverse de S2 fait de ag le point critique stable de S® associé
a la plus grande valeur propre négative de 'opérateur de Dirac. L’espace de modules
considéré est Mpa(a_1). De fagon similaire, dans la partie —W’, lespace de modules

considéré est M_yy(a,a—_1).
On obtient une variété de dimension
dim M pa (a,l) + dim Mw(tlo, a) + dim M,W/(a, a,1) + dim Mpa (ao).

Puisque les composantes connexes de 'espace de modules d’une variété fermée sont

toutes de méme dimension, cette somme est égale a

C1 (ﬁw

)2 — 2x(W) — 30(W)
, .

L’additivité de chaque terme pour les cobordismes donne ’égalité entre dim My (ag, a)+

dim M_y(a,a_1) et

c1(Lw)? — 2x(W) — 3a(W) N c1(L_w)? —2x(=W') — 3o (-W")

4 4 ’
ot dim Mps(a—1) + dim Mpi(ag) = 0 — 1 = —1 s’annule avec
5 c1(Lpa)? —2x(B*Y) —30(B*) , 0-2-1-0_ |
| =2 ————=-

par trivialité de H?(B%,53).
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Soit D’ I'opérateur de Dirac associé a une solution sur —W’ se restreignant a (a,a—1). La
dimension de M_yy(a,a—1) correspond a 'indice ind D’ de cet opérateur additionné a
(—x(=W) —o(=W"))/2 = (—x(W') + o(W'))/2 (Kronheimer et Mrowka, 2007, Lemme
25.4.2). En inversant l'orientation, ce méme opérateur est associé a la solution sur W’
se restreignant & (ag, a). Par le théoréme de I'indice d’Atiyah-Singer (Friedrich, 2000, p.
109), il est d’indice —ind D’ lorsqu’appliqué aux sections du fibré spinoriel au-dessus de

W'. Alors

—dim My (ag,a) = ind D" + (x(W') + a(W"))/2

= dim M_y(a,a-1) + x(W’),
ce qui meéne a l’égalité

dim My (ag, a) + dim M_y(a,a_1) = dim My, (ag, a) — dim My (ag, a) — x(W')
c1(Lw)? = 2x(W) = 30(W)  er(Lowr)® = 2x(=W') = 30(=W")

4 4
_ c1(Lw)? —2x(W) — 30(W) N —c1(Lwr)? = 2x(W') + 30(W')
4 4 '

En réarrangeant les termes, on obtient I’'égalité voulue entre

c1(Lw)? = 2x(W) — 30(W)
4

— dim My (ag,a) +

et

2 _ N !
—dim MW’(GO,CL) + Cl(‘CW) 2XiW) 30'(W ) -

7.10 Homologie de Floer de la sphére

7.10.1 Solutions irréductibles

On utilise le fait que la sphére S admet une métrique a courbure scalaire s partout
positive et donc constante en tout point (Kobayashi et Nomizu, 1963, Note 3, Théoréme

1). La formule de Lichnerowicz—Weitzenbock (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 93) met
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en relation les ingrédients des équations de Seiberg-Witten et la courbure scalaire :

Dg()? = VEVBY + pFpe(1)/2 + sib/4.

Dans I'(S) muni de la norme L2, si 1) est solution aux équations de Seiberg-Witten, on

a

0 =<VEVEY,¥) + 20 @ ¥ (1) — [Y| L2 (¥),1h)/2 + {s1b, 1)
=V, V) + [02W, ) — [W[*W, ¥)/2 + s, )
= (Vp1h, V) + [0]X 0, ¥)/2 + (b, ¥).

Les termes étant tous positifs ou nuls, leur somme est nulle seulement s’ils sont tous
nuls. Il s’ensuit que ¥ = 0. La sphére ne posséde donc pas de solution irréductible aux

équations de Seiberg-Witten.
7.10.2  Groupes d’homologie ﬁ]\/Z[(S?’) et ﬁ]\\J(Sg)

Les générateurs des groupes de chaines C'(S3) et C(S3) sont respectivement les solu-
tions réductibles stables et instables. Puisque les espaces de modules entre deux points
critiques distincts sont de dimension paire strictement positive, les opérateurs de bords

sont triviaux. Les groupes d’homologie de Floer associés & ces complexes sont

HM(S®) = 7/22[U, U] /UZ/2Z[U]

HM(S®) = UZ/2Z[U]

ol les puissances de U tiennent compte de 'action de U par rapport au degré absolu tel

que décrit ci-apreés.
7.10.3 Gradation absolue

On calcule le degré des points critiques de S3 en employant la stratégie utilisée pour

montrer la bonne définition du degré absolu.
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Considérons le cobordisme S3 x I de S 4 S3. En collant des B* & chaque extrémité S°,

on obtient une sphére S*. Alors

c1(Lg1) — 2x(S*) + 30(S)

dim M (ag, ag) = 1 — dim Mpga(ag) — dim Mpga(a—1)
0—2-240
S i E G |
e
=0
et
—_9 4 4
dim M (ap,a—1) = “llst) XEIS ) +30(57) —dim Mpga(a—1) — dim Mpgs(a_1)
0-2-240
Sl Y Y
4
- 1.

Avec H2(S® x I) = 0 et x(S3 x I) = x(S3)x(I) = 0, on obtient gr(ag) = 0 et gr(a_1) =
—1.

Dans HM (53), le point critique ag de degré 0 est associé¢ a U° et un point a,, de degré

2n est associé & U™".

Dans ﬁ]\\ﬂSS), le point critique a_; de degré —1 est associ¢ a U' et un point a_, de

degré —2n + 1 est associé a U™.

7.10.4 Invariant de Frgyshov

Le triangle exact donne lieu & une suite exacte courte

0 — UZ/2Z[U] 25 2/22[U~", U] 25 2/2Z[U Y, U] JUZ/2Z[U] —> 0.

On en déduit que l'invariant de Frgyshov pour la sphére est h(S3) = 0.
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7.11 Vers 'invariant de Manolescu
Soit Y une sphére d’homologie. Y étant cobordante a elle-méme via Y x I, ona [-Y#Y| =
[S3] dans le groupe de cobordisme d’homologie. Par additivité de I'invariant de Frgyshov,
0=h(S%) = h(=Y#Y) = h(=Y) + h(Y)
si bien que l'invariant est antisymétrique pour I'orientation inverse.

Proposition 7.11.1. A(-Y) = —h(Y).

Si Y est une sphére d’homologie d’ordre 2 dans le groupe de corbordismes d’homologie,

alors [Y] = [—Y] et son invariant de Frgyshov est nul car

On souhaiterait que l'invariant h(Y") soit un relévement de l'invariant de Rokhlin, mais

il ne l'est pas tout & fait.

L’hypothése de Galewski-Stern et Matumoto sera contredite si on trouve un invariant
qui non seulement posséde la propriété d’antisymétrie de 'invariant de Frgyshov, mais
qui est aussi égal a I'invariant de Rokhlin modulo 2. En effet, on aurait forcément qu’une

sphére d’homologie d’ordre 2 ne peut avoir un invariant de Rokhlin égal & 1.

C’est ce que Ciprian Manolescu parvient a faire en développant I’homologie de Floer

Pin(2)-équivariante, que nous décrivons au prochain chapitre.






CHAPITRE VIII

HOMOLOGIE DE FLOER PIN(2)-EQUIVARIANTE

Dans ce chapitre, nous décrivons la version Pin(2)-équivariante de I’homologie de Floer
d’une sphére d’homologie, développée pour la premiére fois par Ciprian Manolescu (Ma-
nolescu, 2015). C’est en utilisant la théorie de I'indice de Conley et les homologies de
Borel et de Tate qu’il parvient & extraire des invariants permettant d’étudier le groupe de
cobordimes d’homologie. Nous suivrons ici ’approche de Francesco Lin (Lin, 2018) qui se
base sur I’homologie de Seiberg-Witten-Floer que nous avons présentée dans le chapitre
précédent. Bien que nous ne traiterons que du cas particulier des sphéres d’homologie,

la construction de Lin a ’avantage d’étre généralisée & toute variété de dimension trois.

8.1 Equivariance Pin(2)

8.1.1 Groupe Pin(2)

Au chapitre précédent, la construction des groupes d’homologie de Floer se basait sur
I'action de S! sur B via le groupe de jauge. On revisite le groupe Pin(2) présenté au

chapitre 6 pour lequel on définira une action sur B?.

L’algebre de Clifford Cy (Section 6.1) est isomorphe aux quaternions H par identifica-
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tion suivante, ol ey, es est base orthonormée de R? :

[Ooi CQ i H
1 — 1
et = J

€9 — —k
€1 ® €y = 7

Cet isomorphisme ¢ nous donne une autre description du groupe Pin(2), équivalente a

celle de la définition 6.1.1, mais qui sera plus utile dans le contexte qui nous intéresse.

Définition 8.1.1. Le groupe Pin(2) est le sous-groupe des quaternions
Pin(2) = S* U jS' = {a + bi,aj + bk € H | a® + b* = 1}.

Proposition 8.1.2. Les groupes Pin(2) de la définition 6.1.1 et de la définition 8.1.1

sont isomorphes.

Démonstration. 11 suffit de montrer que l'isomorphisme ¢ : Cy — H se restreint & un

isomorphisme pour les sous-groupes Pin(2) tels que définis en 6.1.1 et 8.1.1.
D’abord, la restriction de ¢ est bien définie car p(ae; + bes) = aj — bk € 7S et

p(ae; + bea ® cey + deg) = p(—ac — bd + (ad — be)e; ® e2)
= —ac—bd + (ad — be)i € S*
= (aj — kb)(cj — kd)

= p(aey + beg)p(cey + des).
Ensuite, elle est surjective, car pour a+bi € S*, on a p(ae; —bea®@—e1) = p(a+be;®esz) =
a + bi, et pour aj + bk € jS', on a p(ae; — bez) = aj + bk.

Finalement, elle est injective, car les éléments de Pin(2) < Cy sont soit de la forme

aeq + beg, soit de la forme a + be; ® es. O
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8.1.2 Action de Pin(2)

Le fibré spinoriel S d’une variété Y de dimension 3 a comme fibre I’espace vectoriel C2.
En considérant la multiplication scalaire de C & droite sur H, on a un isomorphisme de

C-espaces vectoriels

C2 -~ H=x=C®jC

(a+bi,c+di) — a+bi+cj—dk
Ce dernier permet de définir une action du quaternion j € H sur S (et donc sur I'(S))
par multiplication & droite sur H; c¢’est-a-dire

j-(a+bi,c+di)=(—c+ di,a— bi),

ou encore

Jj-(z,w) = (—w,Zz).

On note que 52 est la multiplication par —1. Aussi, j~'ij = —i, ce qui confére une
structure quaternionique a l’espace vectoriel C?, et donc une structure quaternionique a

S.

Cette action s’étend a une action a droite de Pin(2) : soit u € S', alors u-(a+bi, c+di) =
u(a + bi, ¢ + di), la multiplication scalaire, et ju - (a + bi,c + di) = u(j - (a + bi, c + di)),

I’action de j suivie de la multiplication scalaire par u.
Sur I'espace des connexions A(Y'), on a une action de j donnée par
j-B=B

otl B est la connexion induite par B sur le fibré S, conjugué complexe de S (Kobayashi,
1987, Section 1.5, p. 16). Ici aussi, 'action s’étend & une action de Pin(2) par u- B =

B—ul'duet ju-B=B —u 'du pour un v € S'.
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8.1.3 Structures spin® autoconjuguées

L’action de Pin(2) revét un intérét particulier lorsque la structure spin® sur Y est auto-

conjuguée.

Définition 8.1.3. Une structure spin® sur une variété Y de dimension 3 est autocon-
juguée lorsque son fibréspinoriel S est isomorphe au fibré conjugué S via l’application

(z,w) — (Z,w).

Ainsi, 'action j - B = B est une action sur A(Y,s) et elle en induit une sur B.

Sur B?, Pin(2) n’agit que via j, puisque B? est obtenu en quotientant par ’action de

St :pourue St onawu-[B,ry] =[B,r] et

Ju- [Bﬂ'ﬂﬁ] =7 [B»Tﬂ/f] = [E,T,j@b]

Cette action est une involution : en effet, 52 - [B,r, ] = [B,r, —1] et pour —1 € S, on
a

-1 (Bﬂ",w) = (B - (—1)_1d(—1),’l”, _w) = (B,?”, _w)a
ce qui résulte en 'égalité [B,r, ] = [B,r, —].

Elle est de plus libre, car [B,r,%] = [B,r,j - 9] implique qu'il existe u € S* tel que
u) = 17, ce qui est absurde car u # j.

Proposition 8.1.4. Toute variété de dimension 3 posséde une structure spin® autocon-

Juguée.

Démonstration. On considére le fibré produit S = Y x C2, qui est isomorphe & son
conjugué S puisqu’il est obtenu en complexifiant le fibré réel Y x R? (Milnor et Stasheff,

1974, Lemme 15.1). Il suffit de poser (Kronheimer et Mrowka, 2007, Section 1.1)

py: T,Y ~R* — Hom(Sy,S,)

€; = a;
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ou e;, 1 = 1,2, 3, proviennent d’une section du fibré des bases orientées de la trivialisation
TY 2Y xR et 05,7 = 1,2, 3, sont telles que données en définition 6.4.4. Ayant muni S

de la représentation p, on obtient une structure spin® autoconjuguée sur Y. O

Proposition 8.1.5. Toute structure spin® autoconjuguée sur une variété Y de dimension

3 provient d’une structure spin.

Démonstration. Etant donné une structure spin Pspin sur M, on obtient une structure
spin® en formant le fibré

1
Pspine = Pspin X777, 5" -

Une telle structure spin® est toujours autoconjuguée (Morgan, 1996, p. 100). Les struc-
tures spin sont identifiées aux éléments de H'(Y;Z/2Z) et on a un diagramme commu-

tatif
HY(Y;7/22) — 2 H2(YV;7) —2 H2(Y;7)

1 I

X % Sl
{PSpin} b {PSpinc}

ou la ligne du haut provient de la suite de Bockstein (Gompf, 1997, Remarque (c), p.
49). 11 s’ensuit que le nombre de structures spin® provenant de structures spin est égal
au nombre d’éléments dans im 8 = ker(-2), c’est-a-dire le nombre d’éléments d’ordre 2

de H2(Y; 7).

D’autre part, a partir du fibré autoconjugué Sy = Y x C2, on obtient des fibrés auto-

conjuguées S en tensorisant avec des fibrés en droites autoconjugués L

S =5y&®c L.

Ces fibrés L sont caractérisés par la propriété c¢i(L) = c¢1(L) = —c1(L) (Milnor et
Stasheff, 1974, Lemme 14.9). Il existe autant de structures spin® autoconjuguées que

d’¢léments c1(L) d’ordre 2 dans H%(Y; Z).

Ainsi, le nombre de structures spin® autoconjuguées coincide avec le nombre de struc-

tures spin® obtenues & partir de structures spin. En conclusion, toute structure spin®
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autoconjuguée est obtenue & partir d’une structure spin. O

8.1.4 Espaces propres de 'opérateur de Dirac

Soit Y munie d’une structure spin® autoconjuguée. Selon le point de vue de la définition
6.4.2 d’une structure spin®, une connexion sur S est induite par la connexion de Levi-
Civita sur TY et une connexion sur le fibré en droites associé¢ & S (Friedrich, 2000,
Chapitre 3). En prenant cette derniére comme étant la connexion invariante pour la

conjugaison complexe, on obtient une connexion By sur S invariante sous l'action de j.

Tel que démontré a la section 7.1, toute autre connexion spin® s’écrit By + b pour un
be QYY,iR). Il en découle que j - (By +b) = By + b = By — b. On en déduit le lemme

suivant :

Lemme 8.1.6. On a l’égalité DBo+b(j : 1/)) = j : Dj-(Bo+b)(1/])'

Démonstration. Pour une base locale {e;,1 <1 < 3}, posons b(e;) = i\, \; € R.
Dpy+s(j ZP 1) (Vg 1)(¥4)
= Z pler)(Vig, + bler)) ()
= ZP )V, (V7)) + pjiN

= Z p 61 ] — YN

= <Z p(el)V%O (¥) — @M/\l> J
l

_ <Z pler)(VE, — b(q))(dﬁ) J
l

=j - Dj.(Bo+b)(¥)

ou la troisiéme ligne est obtenue par multiplication scalaire donnée a droite sur H et la

quatriéme ligne est obtenue par invariance pour la conjugaison de By et ji = —i5. [
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Considérons une connexion équivalente a son conjugué a jauge pres; c’est-a-dire j - B =

w- B pour un u € S'. Posons j/ = ju~!. Alors

Dp(j'-¢) = Dp(ju™" - )
= Dy-1y.5(u”'9j)
= u" ' Du.p(¥])
=u'D;.p(v))
=u"Yj - Dg(¢), par le lemme précédent

=j - Dp(¥).

Proposition 8.1.7. Si une connexion spin® B est équivalente 4 jauge prés a son conju-
gué, alors les espaces propres de Dp ont une structure quaternionique. En particulier,

les espaces propres sont de dimension complexe paire.

1

Démonstration. Pour u=! = a +ibe S, j' est une structure quaternionique car

jutju™t = j(a +ib)j(a + ib) = (ja — kb)(ja — kb) = —a® — b* = —|u| = —1.
1 1 -/ -

Ensuite, 7’ et ¢ anticommutent car 7§’ = iju™" = —ju" i = —ji.

Nous avons montré ci-haut que Dpg est linéaire en j'. Etant aussi linéaire en 4, il I'est
donc sur les quaternions de base 1,1, j’,4j’. Ceci implique que pour un vecteur propre 1)
associé a une valeur propre \, les vecteurs propres 1), j'1), 17’1 sont aussi associés a \.

Ceci confére a ’espace propre associé & X\ une structure d’espace vectoriel quaternionique.

Un H-espace vectoriel est de dimension complexe paire. ]

8.1.5 Equations de Seiberg-Witten

On rappelle que les équations de Seiberg-Witten donnent lieu au champ de vecteurs

(~VL)(Byr,v) = (Fpe—p " @ro@ro™+ro21), b, Dp()yr, D)=, De(u)v)
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sur B°?.

Proposition 8.1.8. Soit Y une variété de dimension 8 munie d’une structure spin®

autoconjuguée. Le champ de vecteurs (—V L)% est Pin(2)-équivariant.

Démonstration. 11 suffit de montrer que (—VL)? est j-équivariant, puisque l'action de

Sl est quotientée sur BY.

D’abord, fixons une connexion By telle que décrite en début de section . Soit (By +

b,r,1) € B?).
Montrons ’équivariance de la premiére coordonnée de (—VL)“.

On a Fy g,y = Fpy — Fop = j- (Fpg + Fop) = j - (F(y4sy), car Fop = 2db € Q*(Y,4R).
Pour le terme —p =1 (21 @ ryp* + |ryp|2I), posons ¢ = zej + wey en coordonnées locales.

Alors

[ S
2rp @ rip* — ’Tw‘QI =2 ? 2 2 |
Zw —lz* +|w]
si bien que
|w|22*|2|2 W
QT(] ' ¢) ®T(] : w*) - |T(] ' ¢)|21 =2 - —|w|2+\z|2
—wz et

= —@2ry @ry* — [ry[’1).

La matrice 271 ® r¢* — |rop|2I étant de trace nulle, elle est identifiée par p~! & une

2-forme a valeurs dans iR ¢ C (Morgan, 1996, p. 56). Ceci méne a I’équivariance

pt2r( ) @r(G-v*) = r(G- ) PI) = —p 2rY @ rv* — [ryPT)
jop @ @yt — ey ).

Pour les deux autres coordonnées de (—VL)?, I'équivariance découle de la conjugaison

du produit hermitien sur C? induite par 1’action de j. En effet,

<] ) (Zlv wl)aj ) (22’ w2)> = <(*w713 71)7 (7@’ 5)>
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= —Wjp - —Wy + 2129

= {(21,w1), (22, w2))

et puisque Dp est autoadjoint,

Goibnj - D)) = L T D (0)ydps = fyw, Di())dp = (b, Dp()).

Il s’ensuit que (j -, j- D)) -r =<, Dp(¥))-r et

Dp(j ) = -,5- D)y (j-¥) = j- D) — (b, D)) - (5 - ¥)
=j - (Dp(¥) — (W, D)) - ). O

Le corollaire suivant découle immédiatement de la proposition.

Corollaire 8.1.9. Si [B,r,1)] est un point critique de (—V L)%, alors j - [B,r, ] est

ausst un point critique.
8.2 Théorie de Morse-Bott

8.2.1 Groupes de chaines

L’opérateur de Dirac Dp étant linéaire sur les quaternions, la dimension complexe de
ses espaces propres est paire. Il s’ensuit que les points critiques [B,r,1%] € B? ne sont
pas isolés et sont donc dégénérés (Section 7.7.1). Il faut donc adapter notre construction
de I’homologie de Floer de Y. C’est ce que la théorie de Morse-Bott, qui généralise la
théorie de Morse, nous permet de faire en considérant des wvariétés critiques. Comme
dans le traitement de I’homologie de Seiberg-Witten-Floer (Section 7.7.1), on peut ga-
rantir la transversalité des variétés stables et instables émanant des variétés critiques en

perturbant le champ de vecteurs (—VL)? (Lin, 2018, p. 31).

Les groupes de chaines C,C' et C ont comme générateurs des applications continues

de variétés stratifiées (décrites plus bas) vers les variétés critiques, selon que ces der-
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niéres soit stables, instables ou irréductibles, de fagon analogue & ’homologie de Seiberg-

Witten-Floer obtenue avec la théorie de Morse standard ; c¢’est-a-dire qu’en posant

C° =727 A £, C,C irréductibles})
C* = 2/2Z{{A 1> ¢, C stable})

O = 7)27{{A L5 €, C instable}),

on a

~

C=co@Cs
C=coc
C=CqCm.

Les applications génératrices A 7, C respectent certaines conditions (Lin, 2018, Section
3.1), dont notamment la stratification des variétés A et la transversalité des f par rapport

aux applications

Me.c) — C
V() o lim y(?)

pour toutes variétés critiques C,C’, on M(C,C’) est I'espace de modules des trajectoires

allant de C & C’.

Les variétés A sont stratifiées dans le sens ou il existe des sous-variétés N*, —1 < i <

dim A telles que
A = NImA 5 ydimA=L o 5 N1 5 N0 5 N g

Elles respectent de plus une condition combinatoire généralisant la notion de simplexe :

une strate N* est obtenue de N*~! en ajoutant des faces de dimension 4, c’est-a-dire
Ni\Ni—l _ |_| M’L

et chaque face M* est soit contenue dans aucune face M2, soit dans une face M**? et

exactement deux faces M{H, M2ZJrl de M2,
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Les applications sont considérées & quotient prés pour la relation
a-Lo+aLo~@nuae

et ne sont pas négligeables.

Définition 8.2.1. Une application A L Cest négligeable s’il existe
1. A" L5 ¢ telle que dim A < dim A et f(A) < f/(A)

2. A" L, C telle que dim A — 1 < dim A” et f(MImA=1) = f7(A”) pour toute face
MdimA—l de A.

On remarque que si toutes les variétés critiques sont de dimension nulle (donc des points),
les groupes de chaines obtenus par I’approche de Morse-Bott décrite ci-haut et ceux

obtenus par théorie de Morse coincident.

8.2.2 Opérateur de bord

Pour définir 'opérateur de bord, considérons un générateur A 7, C. Posons ~, €

OM(C,C’) la concaténation de trajectoires

Yo = YLEE

ol tlim vi(t) € C; et th{{l 7i(t) € Ciy1 avec C; = C et C, = (', telle que le point de
——00 — 400

départ de v, soit x, c’est-a-dire
Jim yi(t) =z e f(A).
Posons

v = lim (1),

t—+00

le point d’arrivée de ~,.
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On définit pour A 7, C e CA, A parmio,u et B est parmi o, s

opf= ]

crcece \ f(z) 'Y;_(x)

fa) - ¢

., FA . .
De la méme fagon, on définit 45 pour A, B parmi u, s en considérant 7, € 0M;eq(C,C’),
oll Myeq(C,C") est la sous-variété composée de trajectoires réductibles. Les conditions de
négligeabilité et de transversalité font de ces opérateurs des applications bien définies

(Lin, 2018, Lemme 3.2.3).

On considére aussi 'opérateur de bord singulier

Sf = > Flar-

c
face de codimension 1

Pour A # B, on pose 0% = 6% et 55 = gi. Pour A = B, on pose 0% = § + 0§ et

o =5+05.

Finalement, on définit les opérateurs de bord /8\,\6’/ et 0 de facon analogue a la définition

des opérateurs en homologie de Seiberg-Witten-Floer standard (Section 7.7.3).

8.3 Homologie Pin(2)-équivariante

8.3.1 Complexe de chaines

L’élément j € H agit sur un générateur f par composition de f suivi de 'action de j sur

Be.

j-f: A L Cc B° J, j.ccBe

r = f(x):[Barvw] — [B,’I”,l/}j]
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Montrons que le carré suivant est commutatif pour A parmi o,u et B est parmi o, s.

aA
cA B, 0B

b b

cr %, on
Le champ de vecteurs [(—VL)?] est j-invariant : en effet, si v est une trajectoire asso-
ciée & [(—=VL)7], alors j - v l'est aussi. Ainsi, pour f € C#, la composante de (9§j - f
correspondant & la variété critique C’ est
fa) - ¢
L, oAt
f(z) J-f(x)
En contre partie, la concaténation 7;.p,) = 71 * - - * 7 est telle que . lim v =j- f(x).
——0
En multipliant par j, on obtient une concaténation j - ;. p(z) = 771 * - * jk telle que
. . 2 o ” . . 5 . .
tEr—nooJ% = j*- f(z) = f(z). On peut alors écrire v¢(y) = j - 7j.f(z)- L'action de j étant
une involution, on a j - Y¢(z) = Vj.f(z)- L@ composante de jé’gf correspondant a C’ est
fa) -
e
F@) = e = Vs

ce qui montre bien que j ﬁg = 8%‘ 7.
A . FA =A . .
De méme, j - 05 = 0pj pour A, B parmi u, s.

Posons

™ ={feC|j f=f}

I’ensemble des chaines invariantes de C sous I’action de j et donc sous celle de Pin(2),

pour A parmi o,u,s. Soit f € (C4)™. On a
j-0pf =03 f=05f

=A . =A ;
et de méme pour 0p. C’est donc dire que aéf, 0pf € (CP) et qu'on peut former les

complexes de chaines

(éinv _ (Co>inv D (Cs>inv’ \é)
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(éinv _ (CO)inv D (C«U)inv’ ’a\)
(6”“’ _ (Cs)inv @ (Cu)inv,é)‘

8.3.2 Groupes d’homologie Pin(2)-équivariants

Définition 8.3.1. Les homologies
HS(Y,s), HS(Y,s), HS(Y,s)

respectivement associées a (C'™, ¢), (@in",é), (5inv,5) sont les groupes d’homologie de

Floer Pin(2)-équivariants de la variété (Y, s), ou s est une structure Spin® autoconjuguée.

8.3.3 Structure de module

En homologie de Floer obtenue par théorie de Morse, 'anneau Z[U]| apparait en tant
qu’anneau de cohomologie de CP®, espace classifiant de S dont I'action définit B°.
Dans le cas Pin(2)-équivariant, l'action est donnée par le groupe Pin(2) et son anneau
de cohomologie est

H*(BPin(2); Z/2Z) = Z/2Z[Q, V]{Q°).
Ce dernier peut étre calculé & partir de la fibration
Pin(2) < SU(2) — RP?

ou la premiére fleche est I'inclusion et la deuxiéme fleche est la composition de la fibra-
tion de Hopf SU(2) = S* — S2? et du quotient S? — RP?. Le résultat est alors ob-
tenu grace a la suite spectrale de Serre sachant que H*(RP?%,Z/27Z) = Z/2Z[Q]/{Q?) et
H*(BSU(2);Z2/2Z) = H*(HP*;Z/2Z) = 7/2Z[V], ou V est le générateur de
H*(HP®;7/27Z) = 7./27Z (Manolescu, 2015, p. 5).

Comme c’était le cas pour la structure de Z/2Z[U]-module des groupes d’homologie

de Floer du chapitre précédent, un analogue du cap-produit (Lin, 2018, Sections 4.3
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et 5.3) permet de considérer les groupes d’homologies Pin(2)-équivariants comme des

Z/27[Q, V]/{Q?)-modules.

8.3.4 Longue suite exacte

On définit des applications ¢, j, p analogues a celles de la section 7.8.2 dans le contexte
Morse-Bott, pour lesquelles 5,5 et 0 sont telles de décrits en fin de section 8.2 (ici,
on distingue lapplication j de laction du quaternion j). La méme démonstration que
celle de la proposition 7.8.3 donne lieu & une longue suite exacte en homologie Pin(2)-

équivariante.

Proposition 8.3.2. Les applications i, j,p induisent une longue suite exacte pour les

groupes d’homologies de Floer Pin(2)-équivariants.

Autrement dit, le triangle suivant est exact.

HS(Y,s) » HS(Y,s)

8.4 Homologie Pin(2)-équivariante de sphéres d’homologie

8.4.1 Variétés critiques

D’abord, on rappelle qu’une sphére d’homologie Y posséde une unique structure Spin®
car H?(Y;Z) = 0. Cette unique structure est autoconjuguée en vertu de la proposition

8.1.4.

Par la proposition 7.9.1, les équations de Seiberg-Witten possédent une unique solution
réductible [ B, 0]. Soit By la connexion de base induite par la structure spin de Y. Posons

B = By +b. En vertu de la proposition 8.1.8, j-[B,0] = [By—b, 0] est aussi une solution
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aux équations de Seiberg-Witten. L'unicité de cette solution implique qu’il existe u € S*

tel que By —b = By + b — u~'du et donc que 2b = u~'du. Il s’ensuit que
0= Fipysy = Fpt + Fop = Fpgg + 2d(u”"du) = Fp,

ce qui montre que [By, 0] est aussi une solution et que B est équivalent a jauge prés a

Bo.

Par la proposition 8.1.7, chaque valeur propre A, de Dp correspond a un espace propre de
dimension paire complexe. Dans le contexte de I’homologie de Floer obtenue par théorie
de Morse standard, on pouvait trouver une perturbation des équations qui garantissait
I’'unidimensionalité des espaces propres. De facon analogue, il existe une perturbation
j-équivariante aux équations de Seiberg-Witten faisant des espaces propres de Dp des

espaces de dimension 2 complexe (Lin, 2018, Théoréme 2.6).

Dans ’éclatement B, chaque valeur propre correspond a la sphére S? dans un espace
propre C2, quotientée par I'action de multiplication par S', si bien que les variétés
critiques considérées pour les complexes de chaines sont homéomorphes & des sphéres

S2

8.4.2 Groupe d’homologie HS(Y)

Une gradation relative entre variétés critiques permet de filtrer O™ en fixant une va-
riété de base Cy correspondant & la plus petite valeur propre positive A\g de Dp. De
facon analogue a la gradation en homologie de Seiberg-Witten-Floer, cette gradation
fait intervenir l'indice d’un opérateur faisant office de Hessienne (Lin, 2018, Définition
3.6). Soit C une variété critique associée a une valeur propre A et soit n le nombre de
valeurs propres X telles que A < M < \g ou \g < X < X selon que A soit négatif ou
positif. On a

—2n—1 siA<O,
gr(cch) =

2n siA=0.
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En posant

B =@
j<k

ol C}n" est le sous-ensemble de C™ engendré par les chaines Pin(2)-invariantes dont le
codomaine est une variété critique C telle que gr(C,Cy) = j, on obtient une filtration de

O™ indicée par k € Z.

La suite spectrale (Davis et Kirk, 2001, Chapitre 9) associée & cette filtration munie de

I'opérateur ¢ restreint aux C™ donne

= @ H(Fy/Fr-1;2/2Z)
k

=P H(C}™,0);Z/2Z)
k

=P H(C}™,8);Z/2Z).
k

La derniére égalité est obtenue en observant que suite au quotient, la seule entrée non
triviale de la représentation matricielle de 0 est 'une des entrées diagonales éz ou 55,
g

selon que la variété critique définissant C',iv“" est stable ou instable. De plus, 53 =0,

suite au quotient.

Considérons ’homéomorphisme C =~ S2. L’action de j € H sur C = B est une involution
libre (Section 8.1.2); elle se traduit en I'action antipodale sur S?, I'unique involution
libre sur S2. Une chaine & valeurs dans S? invariante sous l'action antipodale définit
une chaine a valeurs dans RP? par composition avec le quotient par I’action antipodale.
Réciproquement, une chaine a valeurs dans RP? posséde deux relévements vers S? :
leur somme est une chaine invariante a valeurs dans S2. Ainsi, I’homologie du complexe

(Cm", ) est isomorphe & I’homologie de RP?, ce qui permet de conclure que
HS(Y) =@ H(RP*Z/2Z)
= @Z/ 2Z[Q1/XQ%

= Z)2Z[V, V,Q1KQ%)



122

8.4.3 Gradation absolue

A Pinstar de ’homologie de Seiberg-Witten-Floer, on peut définir une gradation absolue

pour les générateurs des groupes d’homologie Pin(2)-équivariants.

Définition 8.4.1. Soit Y sphére d’homologie et soit W un cobordisme entre S3 et Y.

Le degré d’une chaine n & valeurs dans une variété critique C de Y est

1(£)? = 2x(W) — 30(W)
4

gr(n) = —dim My (Co, C) + 2 + dimn + =

ou My (Cp,C) est définie de fagon analogue a My (ag,a) en section 7.9.5, pour Cy la

variété critique de S? associée a la plus petite valeur propre positive.

De fagon générale, pour Y une variété de dimension 3 quelconque, on a (Lin, 2018, Prop.
3.6.5 et Théoréme 5.5.5)

(W) +o(W) = b1 (Y)

dim My (Co, C) — dim(C) = ind D — X .

ol D est 'opérateur de Dirac associé & la variété critique de W se restreignant a Cp et

C.

Lorsque Y est sphére d’homologie, on a dim(C) = 2 et b1(Y) = 0, de sorte que

2
ar(n) = —ind D + dimy + L+ oY)

Définition 8.4.2. Soit Q'V7/ € HS(Y). Ce générateur correspond a un élément [7] €
H((Ci™,68); Z/2Z) représenté par une chaine 1 a valeurs dans la variété critique C telle
que gr(C,Cp) = k, ou Cy est la variété critique de Y associée a la plus petite valeur propre

positive. Le degré de Q'V7 est

gr(Q'V7) = gr([n]) = gr(n).

Cette valeur ne dépend pas du choix de représentant 7, car un autre représentant sera

de méme dimension et prendra aussi valeur dans C.



CHAPITRE IX

NON-TRIANGULATION EN DIMENSIONS 5 ET PLUS

9.1 Invariants de Manolescu

Les sous-modules propres non triviaux des modules Q'Z/2Z[V~1 V] < HS(Y),i =
0,1,2 pour 'anneau Z/2Z[V, Q]/{Q3) sont de la forme Q*V"Z/2Z[V] pour des h; € Z.
Par une démonstration analogue a celle de la proposition 7.9.2, on obtient que py :
HS(Y) — HS(Y) n'est ni trivial, ni surjectif pour ¥ une sphére d’homologie. C’est
donc dire que

2
pHS(Y) = @ QVNz/2Z[V]
i=0

pour des h; € Z.

Définition 9.1.1. Les invariants de Manolescu d’une sphére d’homologie Y sont donnés
par

Q2V"2)

o(y) = 1% Brl@v) — 1

r Vhoy — 2

gr(
Y —3
(YY) 5
Ces invariants sont analogues & celui de Frgyshov pour I’homologie de Seiberg-Witten-
Floer. En effet, on avait h(Y) = — gr(U"MY))/2.

Ce sont des invariants sous cobordismes d’homologie en vertu de la propriété suivante,

analogue & celle de la proposition 7.9.4.

Proposition 9.1.2 (Lin, 2018, Théoréme 5.5). Soient Y,Y' des spheres d’homologies.

Soit W un cobordisme allant de'Y a'Y' dont la forme d’intersection est définie négative.
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On a

a(Y) = a(Y') + bo(W)/8,
BY) = BY') + ba(W)/8,

YY) =7 (Y') + b (W)/8.

Si W est cobordisme d’homologie, alors sa forme d’intersection est définie négative et
ba(W) = 0 donne 'inégalité entre les invariants de Y et ceux de Y. Tel que raisonné
pour la proposition 7.9.5, le cobordisme —W donne les inégalités inverses. Les invariants

de Manolescu sont bien invariants de cobordismes d’homologie.

De plus, de facon analogue a l'invariant de Frgyshov, ils présentent une antisymétrie

pour l'orientation inverse (Lin, 2018, Théoréme 5.5)

La propriété clé des invariants de Manolescu est le fait qu’ils sont des relévements de

Z/27 a 7 de l'invariant de Rokhlin.

Proposition 9.1.3. u(Y)=a(Y)=38(Y)=~(Y) mod 2.

Démonstration. Montrons le résultat pour 8. L’argument est identique pour « et . Soit
[7] la classe d’une chaine dans C correspondant & QV™ e HS(Y). Cet élément est
I'image par p, de I’élément de degré minimal dans HS (Y') : par définition du degré, il
est représenté par une chaine de dimension 0. Par définition de p, (Lin, 2018, Prop. 2.7),

[n] est aussi une chaine de dimension 0.

Soit D I'opérateur de Dirac correspondant & la variété critique codomaine de 7. Puisque
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D est linéaire sur les quaternions, son indice réel est un multiple de 4. Alors

(L) +o(W)

2 _
gr(n) = —ind D + dimp + = a(£)? —o(W)

mod 4 = ‘1

1 1 mod 4

Soit W = X u B*, ayant Y comme bord. On suppose avoir choisi X de sorte que W
soit munie d’une structure spin (voir la remarque de la section 5.2.7). La structure spin®
associée & cette structure spin est autoconjugée, d’oit ¢1(£) = c1(£) = —c1(L). Cette
classe est d’ordre 2 dans H?(X;Z) ; elle s’avére triviale dans H?(X; Q). Par conséquent,

o(X)
4

BY) = exf]) = — mod 4

ce qui entraine

o(X)

B(Y) mod?2=— mod 2 = u(Y) O

9.2 Existence de variétés non triangulables en dimensions 5 et plus

Théoréme 9.2.1 (Manolescu, 2013). Il existe des variétés non triangulables de dimen-

ston & et plus.

Démonstration. Soit Y sphére d’homologie dont I'invariant de Rokhlin est p(Y) = 1. Si
[Y] est d’ordre 2 dans le groupe de cobordisme d’homologie ©%  alors [Y] = [-Y] et

on a

d’ott B(Y') = 0. Ceci contredit le fait que p(Y) =1 car B(Y) mod 2 = —u(Y).

Il n’existe donc pas de d’élément d’ordre 2 dans @g dont l'invariant de Rokhlin est 1.
Par le théoréme de Galewski-Stern et Matumoto, il existe des variétés non triangulables

en dimension 5 et plus. O

En particulier, la variété M de Galewski-Stern de dimension 5 telle que Sq'x(M) # 0

n’est pas triangulable.
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Corollaire 9.2.2. Pour toute dimension n = 5, il existe une variété de dimension n

non triangulable.

Démonstration. D’abord, on résume la construction de la variété de Galewski-Stern de
dimension 5 (Galewski et Stern, 1979). On construit X = Puy C(X), ou P est la variété
ayant comme bord la sphére de Poincaré ¥ (Prop. 4.3.2) et C'(X) est le cone de ¥. On
attache une 1-anse D3 x [0, 1] renversant 'orientation a ¥ x [0, 1] = X x [0, 1]. Ceci donne
une composante de bord X#> a laquelle on colle son cone, résultant en une 4-sphére
d’homologie & laquelle on colle une fois de plus son cone. Posons @) I'espace résultant. Il
existe une variété V' séparant 0Q x [0, 1] en deux composantes. On considére I'une de

ces composantes U et on pose
MS:QanUuVW,

ou W est une variété de dimension 5 ayant V' comme bord. L’obstruction de Kirby-
Siebenmann x(M?) a un dual représenté par la sous-variété L = y = (z x [0,1]) < Q, ou
x et y sont les points cone de C'(X) et C'(X#3) respectivement. Ceci découle du fait que
M\L est PL par construction. De plus, le dual en homologie de wy (M?)|¢ est représenté
par X x {1/2}. Ainsi,

Sq'w(M?)q = wi(MP)|g — (M) = [X x {1/2}] - [L] # 0,

ol - indique le nombre d’intersection, qui par construction n’est pas nul. La restriction

Sqtk(M?P)|g n'étant pas nulle, Sq'r(MP®) elle-méme n’est pas nulle.

Maintenant, considérons M% = M® x S'. Par le théoréme de structure d’un produit
(Théoréme 5.2.4), la variété L x S n’est pas PL si L ne Pest pas : elle représente le dual

de k(M®). Alors Sq'x(M5) # 0 car
Sq'k(MO®)|gugr = [X x {1/2} x S']- [L x S'] 0.

Soit M™ = M> x T"5 = M" ! x 81 n > 6. Par récurrence, on a Sq'x(M™) # 0 pour
tout n = 6. En conséquence du théoréme 9.2.1 et de la démonstration du théoréme 5.3.1,

les variétés M™ ne sont pas triangulables. O



CONCLUSION

La question d’existence d’une triangulation souléve naturellement celle d’unicité, que
nous n’avons pas abordée dans ce mémoire. Deux triangulations K; et Ko sont équiva-
lentes s'il existe des subdivisions K] et K} et un homéomorphisme PL K| =~ K. La
Hauptvermutung — la conjecture principale — demande si toutes les triangulations d’une
variété triangulable sont équivalentes entre elles. En dimension 2, le théoréme de Radé
et la classification des surfaces impliquent 'unicité de la structure simpliciale. Moise
démontre que la Hauptvermutung est vraie en dimension 3 en utilisant des techniques
similaires & celles présentées au chapitre 3 (Moise, 1952, Théoréme 36.2). Larry Sieben-
mann réfute la Hauptvermutung en dimensions 4 et plus en donnant un contre-exemple
constructif (Kirby et Siebenmann, 1977, Annexe C, Section 2) et qualifie au passage la

Hauptvermutung de « catastrophe généralisée » !

Bien que ce soit en dimension 4 que tombent ’existence et 1'unicité d’une triangulation,
nous avons vu que c’est en dimension 3, a travers le groupe de cobordisme d’homologie
@gl , que la structure combinatoire d’une variété se dévoile. Ainsi, on peut s’attendre a
ce que les techniques développées pour I’étude de @? soient utiles & I’étude des variétés
de dimension 3 en général. Des avancées ont été faites en ce sens dans les derniéres an-
nées. Par exemple, Francesco Lin établit un triangle exact pour les groupes d’homologie
Pin(2)-équivariants de variétés obtenues 'une de lautre par chirurgie de Dehn (Lin,
2017, Théoréme 1). Puis, Matthew Stoffregen calcule les invariants de Manolescu pour
les sphéres d’homologie de Seifert et leurs sommes connexes (Stoffregen, 2020, Théorémes
1.2.1 et 1.3.4). Lin et Stoffregen démontrent indépendamment qu’il existe des sphéres
d’homologie qui ne sont pas cobordantes a un espace fibré de Seifert (Lin, 2017, p. 5;

Stoffregen, 2020, Corollaire 1.2.11).

Une version plus maniable d’homologie de Floer est I’homologie de Heegaard Floer, dé-
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veloppée par Zoltan Szabo et Peter Ozsvath (Ozsvath et Szabd, 2006). Elle s’avére iso-
morphe & I'homologie de Floer version Seiberg-Witten (Kutluhan et al., 2010, Théoréme
principal, p. 2830). En particulier, 'invariant de Frgyshov que nous avons défini pour
cette derniére a comme équivalent 'invariant d dans la version Heegaard Floer. Il est
donc attendu que la version Pin(2)-équivariante et les invariants «, 3, de Manolescu
puissent étre décrits en termes d’homologie de Heegaard Floer. Un tel point de vue serait
souhaité afin de combiner la calculabilité de la version Heegaard Floer & l'information
tirée de l'involution de laction de Pin(2). C’est dans cette optique que Kristen Hen-
dricks et Ciprian Manolescu développent une version Z/4Z-équivariante de ’homologie
de Heegaard Floer, pour une action involutive de Z/47Z en tant que sous-groupe engendré
par j € H dans Pin(2) (Hendricks et Manolescu, 2017). De plus, Stoffregen parvient a
décrire a, ,7 en terme de 'invariant d pour les sphéres d’homologie (Stoffregen, 2020,
Corollaire 1.2.2). Une généralisation de cette correspondance pour toute variété de di-
mension 3 permettrait d’étendre la portée de 'homologie de Heegaard Floer, notamment
pour I’étude de noeuds et de leurs classes de concordance pour lesquels I’homologie de
Heegaard Floer produit des invariants intéressants (Ozsvath et Szabo, 2006 ; Hom, 2017 ;
Hom, 2021).

Ainsi, le probléme d’existence de triangulations pour les variétés topologiques s’est
achevé grace a des idées novatrices en topologie de basse dimension. Alors qu’en di-
mensions 4 et plus on ne peut compter sur le cadre structurel qu’offre une triangulation,
on peut en faire librement usage dans 1'étude des variétés de dimension 3. Bien que
cette structure confére une certaine rigidité aux variétés de dimension 3, ces derniéres
abondent en propriétés que I'on voudrait mieux comprendre. A cette fin, les outils que

nous avons étudiés dans ce mémoire s’avérent prometteurs.
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