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RÉSUMÉ

Nous passons en revue les travaux menant à la résolution de la conjecture de triangulation
des variétés topologiques. Nous traitons le problème indépendamment pour chacune des
dimensions 2, 3 et 4 et pour les dimensions 5 et plus. Pour chaque cas, nous présentons les
outils conduisant aux résultats principaux et explicitons leur application à la conjecture
de triangulation. En particulier, le cas en dimensions 5 et plus est étudié en détail, notre
discussion passant entre autres par le lien entre le groupe de cobordisme d’homologie et
le problème de triangulation, pour se rendre jusqu’au développement de l’homologie de
Floer Pin(2)-équivariante.

Mots-clés : topologie, triangulation, complexe simplicial, variété topologique, homologie
de Floer.





INTRODUCTION

Une variété topologique est un espace qui possède localement la structure d’un espace eu-

clidien. En 1925, dans Die Topologie der Mannigfaltigkeiten, Hellmut Kneser décrit la dé-

composition de variétés topologiques en blocs élémentaires. Ces blocs, appelés simplexes,

munissent une variété ainsi décomposée d’une triangulation. Cette dernière confère à la

variété une structure combinatoire facilitant l’étude de ses propriétés globales. Pour M

une variété de dimension n, Kneser écrit : « Daß die beschriebene Zerlegung einer M

immer möglich ist, hat bisher nur für n ď 2 allgemin, für höhere Dimension degegen nur

unter erleichternden Voraussetzungen bewiesen werden können. 1 »

Kneser soulève donc la question « Est-ce que toute variété topologique possède une

triangulation ? »

Dans cet ouvrage, nous présentons une revue des techniques utilisées au cours des XXe

et XXIe siècles afin de répondre à cette question, connue sous le nom de conjecture

de triangulation. Bien que nous ne réclamons pas l’originalité des résultats qui sont

exposés, notre présentation est la première, à notre connaissance, à regrouper tous les

résultats principaux menant à la résolution de la conjecture de triangulation. Aussi, en

plus de détailler les constructions nécessaires et de présenter en détail les démonstrations

pertinentes, nous mettons en lumière les liens et implications qui ne sont pas explicités

dans la littérature actuelle.

De la démonstration de Radó en dimension 2 à la percée de Manolescu en dimensions 5

et plus, notre présentation s’étend sur près d’un siècle de topologie. Il est donc attendu

1. [Notre traduction] « Le fait qu’une telle décomposition de M existe toujours n’a été démontré que
pour n ď 2, alors qu’en dimensions supérieures, il n’a été démontré que dans des conditions particu-
lières. »
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que la lectrice ou le lecteur soit familière ou familier avec les notions de topologie géné-

rale et qu’elle ou il ait à puiser de sources externes pour certaines notions de topologie

algébrique et de géométrie différentielle. La vaste étendue de notre exposé confère à

chaque chapitre une saveur distincte, de sorte qu’ils peuvent être abordés indépendam-

ment selon l’intérêt de la lectrice ou du lecteur, tout en gardant en tête que les préalables

peuvent différer d’un chapitre à l’autre. Notre exposé se voulant le plus autonome pos-

sible, nous définissons toute notion spécifique à notre discussion et toute assertion est

soit démontrée, soit accompagnée d’une référence.

Notre ouvrage est divisé en deux parties : la première traite de la triangulation des

variétés de dimension 2, 3 et 4 alors que la deuxième est consacrée aux variétés de

dimensions 5 et plus.

Dans la première partie, la triangulation est directement approchée. Après un premier

chapitre introduisant les concepts de complexes simpliciaux et de variétés topologiques,

nous construisons aux chapitres 2 et 3 une triangulation pour toute variété de dimensions

2 et 3 (Radó, 1925 ; Moise, 1952). Nous y adaptons les textes de la littérature dans un

langage concis de topologie générale en évitant d’introduire une terminologie superflue

et en agrémentant le tout de figures. En dimension 4, la topologie algébrique entre en

scène avec la notion de signature, le théorème de Rokhlin et le théorème de Poincaré-

Perelman. Ce dernier, résolvant la conjecture de Poincaré au tournant du XXIe siècle,

mène à une démonstration efficace de la non-triangulabilité de la variété E8 de Freedman,

originalement démontrée par Casson en 1985. Nous consacrons une section du chapitre

4 à articuler la transition entre la topologie géométrique et la topologie algébrique d’un

complexe simplicial, ce qui nous permet d’appliquer le fameux théorème.

La deuxième partie explore la conjecture de triangulation en dimensions 5 et plus. Deux

grandes étapes ont permis d’élucider cette dernière : sa réduction à un problème de di-

mension 3, puis le développement et l’application d’une version involutive de l’homologie

de Floer.

Le chapitre 5 porte sur la première étape. Après avoir défini le groupe de corbordisme
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d’homologie en dimension 3, nous montrons comment les structures linéaires par mor-

ceaux (PL) peuvent être vues sous une persepctive homotopique. Nous définissons les

invariants de Kirby-Siebenmann et de Cohen-Martin-Sato-Sullivan qui relient les struc-

tures de variété topologique et de triangulation aux structures PL. Ceux-ci mènent au

théorème de caractérisation de l’existence de triangulations de Galewski, Stern et Ma-

tumoto (Galewski et Stern, 1980 ; Matumoto, 1978), ce qui dirige notre attention sur

l’étude du groupe de cobordisme d’homologie en dimension 3.

Ce n’est que plus de trente ans après l’avancée de Galewski, Stern et Matumoto que

Manolescu développe l’homologie de Floer Pin(2)-équivariante qui permet de clore la

discussion sur la triangulation des variétés. En vue d’aborder ce sujet, nous révisons

d’abord les concepts de structures spin et spinc au chapitre 6. En plus d’y passer en

revue les résultats classiques portant sur le revêtement double Spinpnq Ñ SOpnq et les

classes caractéristiques, nous y démontrons aussi l’équivalence entre les définitions de

structure spinc en tant que fibré Spinc-principal et en tant que fibré hermitien de rang

2 pour les variétés de dimension 3. Cette étape permet d’adapter les discussions qui

suivent selon la définition se prêtant le mieux à la situation.

Aux chapitres 7 et 8, nous décrivons l’homologie de Floer version Seiberg-Witten (aussi

appelée homologie de Floer monopole) et l’homologie de Floer Pin(2)-équivariante telles

que développées par Kronheimer et Mrowka en 2007 et Lin en 2015 respectivement.

Nous avons opté pour l’approche de Lin, développée après la découverte originale de

Manolescu, compte tenu de sa calculabilité et de sa généralisation au-delà du contexte

des sphères d’homologie. Ces homologies sont obtenues en considérant l’ensemble des

solutions à un système d’équations – les équations de Seiberg-Witten – analogue au

gradient d’une fonction de Morse. Nous les présentons d’abord pour le cas général d’une

variété de dimension 3, puis nous montrons leur application au cas particulier des sphères

d’homologie. Notre objectif étant de mettre en valeur les techniques employées pour

l’étude du groupe de cobordisme d’homologie, notre traitement du cas général se contente

d’introduire les objets et ingrédients pertinents. Le fait que ceux-ci soient bien définis

découle d’importants résultats analytiques : la lectrice et le lecteur intéressés pourront
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consulter les références principales citées dans le texte.

Au chapitre 9, nous aboutissons à la résolution de la conjecture de triangulation. Nous

identifions les invariants de Manolescu émanant de l’homologie Pin(2)-équivariante, puis

nous exploitons leurs propriétés afin de montrer l’existence de variétés non triangulables

en dimension 5 et plus (Manolescu, 2015). Finalement, la discussion s’achève avec une

construction explicite remontant à Galewski et Stern (Galewski et Stern, 1979) de va-

riétés non triangulables pour chaque dimension n ě 5.

Nous espérons que cet ouvrage sera utile à quiconque voudrait comprendre l’existence de

triangulations pour les variétés topologiques, en offrant une base solide pour apprécier

les raisonnements et les outils exploités. De plus, notre exposé est une illustration notoire

de l’étendue des avancées du dernier siècle en topologie de basse dimension. À cet égard,

il se veut aussi être une source d’exemples d’application des techniques dans le domaine.



PREMIÈRE PARTIE

TRIANGULATION EN DIMENSIONS 2, 3 ET 4





CHAPITRE I

DÉFINITIONS

1.1 Complexes simpliciaux

Définition 1.1.1. Soit un ensemble de points en position générale tv0, . . . , vnu Ă Rm,m ě

n. Le n-simplexe σ “ v0 . . . vn est le plus petit sous-ensemble convexe de Rm contenant

tv0, . . . , vnu. Un n-simplexe est de dimension n.

Les points vi sont les sommets du simplexe σ.

Une face de σ est le plus petit sous-ensemble convexe de Rm contenant un sous-ensemble

de tv0, . . . , vnu. Ces faces sont elles-mêmes des simplexes. Une face de dimension 1 est

une arête.

Définition 1.1.2. Un complexe simplicial K est une collection de simplexes dans Rm

telle que

1. Si un simplexe σ est dans K, toutes les faces de σ sont dans K ;

2. L’intersection σ X τ de deux simplexes σ, τ de K est soit vide, soit une face de σ

et de τ ;

3. Tout simplexe σ de K possède un voisinage ouvert dans Rm n’intersectant qu’un

nombre fini d’autres simplexes de K.

On écrit σ P K pour indiquer que le simplexe σ appartient au complexe K.

Définition 1.1.3. Deux complexes simpliciaux K et K 1 sont isomorphes s’il existe

une bijection f entre l’ensemble des sommets de K et l’ensemble des sommets de K 1
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et si pour tout simplexe v0 . . . vn P K on a que fpv0q . . . fpvnq est simplexe de K 1 et,

réciproquement, si pour tout simplexe fpv0q . . . fpvnq P K 1 on a que v0 . . . vn est simplexe

de K.

Définition 1.1.4. Un sous-complexe L d’un complexe simplicial K est un complexe

simplicial dont les simplexes appartiennent tous à K. On écrit L ă K.

Définition 1.1.5. Le i-squelette d’un complexe simplicial K, noté Ki, est le sous-

complexe de K formé des simplexes de K de dimension égale ou inférieure à i.

Définition 1.1.6. L’union des simplexes de K est un espace topologique |K| muni de

la topologie induite par celle de Rm. |K| est la réalisation géométrique de K. Selon le

contexte, on omettra parfois la notation | . |.

Définition 1.1.7. Si L et K sont des complexes simpliciaux tels que |L| “ |K| et que

les simplexes de L sont contenus dans les simplexes que K, alors L est une subdivision

de K.

Proposition 1.1.8. Tout complexe simplicial K possède une subdivision.

Démonstration. Il suffit de considérer la subdivision barycentrique du complexe simpli-

cial. Elle est obtenue en considérant le barycentre de chaque simplexe, c’est-à-dire le

point de coordonnées v “
m
ř

i“1

1
n`1vi pour un n-simplexe de sommets tv1, . . . , vnu. Po-

sons K0 “ K. Par récurrence sur i, on forme les joints v ˚ σi pour v barycentre d’un

pi` 1q-simplexe et σi Ă σi`1 pour obtenir un complexe Ki`1 à partir de Ki.

Définition 1.1.9. Le voisinage étoilé d’un simplexe σ P K est l’union des simplexes de

K ayant σ comme face.

Le lien d’un simplexe σ P K est l’union des simplexes de K qui n’ont pas de face en

commun avec σ et qui sont face d’un simplexe ayant σ comme face.

On note Stpσq pour la réalisation géométrique du voisinage étoilé de σ et Stpσq pour

l’union de l’intérieur des simplexes de Stpσq. On note Lkpσq pour la réalisation géomé-

trique du lien de σ.
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Proposition 1.1.10. Stpσq – Lkpσq ˚ σ, où ˚ dénote le joint topologique.

Démonstration. Si deux simplexes disjoints sont faces d’un même simplexe, alors leur

joint est face de ce simplexe. Par exemple, pour le simplexe v0v1 . . . vn, le joint de ses

faces v0v1 . . . vk et vk`1 . . . vl, 0 ď k ď l ď n, est égal au simplexe v0v1 . . . vkvk`1 . . . vl

qui est bien face de v0v1 . . . vn. Ainsi, si τ est un simplexe disjoint de σ mais qui est face

d’un simplexe contenant σ, le joint τ ˚ σ est dans Stpσq. Puisque le lien est formé de

tous les simplexes respectant la description de τ , on a Lkpσq ˚ σ – Stpσq.

Définition 1.1.11. Soit X Ă |K|, où K est un complexe simplicial. Un voisinage

simplicial de X est le sous-complexe L ă K dont les simplexes sont faces d’un simplexe

intersectant X.

Définition 1.1.12. Soit σ un simplexe. Une fonction f : σ Ñ Rm est linéaire si les

coordonnées de fpxq peuvent être exprimées comme une fonction linéaire des coordonnées

de x pour tout x P σ. Autrement dit, si x “
m
ř

i“1
aiei, ai P R, et fpxq “

m
ř

i“1
biei, bi P R,

pour une base te1, . . . , emu de Rm, alors bi “
m
ř

j“1
cjaj ` di pour des ci, di P R.

En particulier, si les coordonnées barycentriques de tout x P σ sont égales à celles de

fpxq P fpσq, f est linéaire.

Une fonction f : |K| Ñ Rm est linéaire par morceaux (ou PL pour piecewise linear) s’il

existe une subdivision L de K telle que f |σ est linéaire pour tout σ P L.

Remarque. Si fp|K|q est contenu dans un complexe simplicial K 1 Ă Rm et si les

coordonnées barycentriques de fpσq sont égales à celles de σ pour tout simplexe σ P L

une subdivision de K, alors f est PL.

Si X est un espace topologique homéomorphe à un complexe simplicial K via un

homéomorphisme φ, alors une fonction f : X Ñ Rm est linéaire par morceaux si

f ˝ φ´1 : |K| Ñ Rm est linéaire par morceaux.

Si f : X Ñ Y Ă Rm est un homéomorphisme entre espaces homéomorphes à des
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complexes simpliciaux et si f est linéaire par morceaux, alors f est un homéomorphisme

linéaire par morceaux. On dira alors que X et Y sont homéomorphes PL.

1.2 Variétés topologiques

Définition 1.2.1. Une variété topologique de dimension n est un espace Hausdorff

paracompact dont chaque point possède un voisinage homéomorphe à Rn.

En particulier, une variété topologique est localement euclidienne. Ainsi, tout recou-

vrement ouvert d’une variété possède un sous-recouvrement dénombrable car un espace

localement euclidien et paracompact est de Lindelöf.

Définition 1.2.2. Une variété topologique M possède une triangulation (ou est trian-

gulable) s’il existe un complexe simplicial K tel que M – |K|.

Définition 1.2.3. Une variété topologique M possède une structure lisse si elle possède

un atlas tUα – Rnu dont les fonctions de transition sont lisses.

Définition 1.2.4. Une variété topologique M possède une structure linéaire par mor-

ceaux (PL) si elle satisfait aux conditions suivantes, équivalentes entre elles :

1. M possède un atlas tUα – Rnu dont les fonctions de transition sont linéaires par

morceaux.

2. M possède une triangulation dont les liens des sommets sont homéomorphes PL à

Sn´1.

L’équivalence entre les définitions de structure PL est démontrée à la section 5.2.

J.H.C. Whitehead a démontré (Whitehead, 1940) que toute variété lisse possède une

structure PL en construisant une triangulation appropriée. Les travaux de Smale, Cerf,

Munkres, Hirsch et Mazur démontrent que la contraposée est vraie seulement en dimen-

sions égale ou inférieures à 7 (Milnor, 2011, Théorème 2).



CHAPITRE II

TRIANGULATION EN DIMENSION 2

2.1 Théorème de Jordan-Schoenflies

Une surface, une variété de dimension 2, est triangulable si elle est homéomorphe à un

complexe simplicial de dimension 2. Un tel complexe est formé de 2-simplexes, homéo-

morphes à des disques D2 et dont les faces forment un 1-complexe homéomorphe à S1.

Afin de passer de variété à complexe, il nous faudra « découper » la variété en des pièces

homéomorphes à D2.

À la fin du XIXe siècle, Camille Jordan tente de démontrer qu’une courbe simple fermée

dans S2, c’est-à-dire l’image d’un plongement S1 ãÑ S2, sépare S2 en deux régions, c’est-

à-dire que S2zS1 est constitué de deux composantes connexes. Cet énoncé en apparence

simple se révèle être ardu à établir, à un point tel que la démonstration de Jordan

s’avère erronée. Ce n’est qu’un quart de siècle plus tard qu’elle fut complétée par Arthur

Schoenflies, qui montre en plus que ces régions sont homéomorphes à des disques. C’est ce

théorème, fondamental en topologie de basse dimension, qui nous permettra de construire

l’homéomorphisme entre une surface et un complexe simplicial de dimension 2.

Théorème 2.1.1 (Théorème de Jordan-Schoenflies). Soit une courbe simple fermée

C sur une sphère S2. La courbe C sépare S2 en deux composantes connexes, chacune

homéomorphe à un disque ouvert D2.

En retirant un point de S2 pour obtenir un plan R2, on a que C délimite un disque D2
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dans R2.

Une démonstration accessible du théorème peut être consultée dans Thomassen, 1992,

Sections 2 et 3.

2.2 Théorème de Radó

Théorème 2.2.1 (Radó, 1925). Toute surface possède une triangulation.

L’existence d’une triangulation pour une surface S se traduit par le fait qu’il existe un

recouvrement tTiuiPN de S et des homéomorphismes fi : Ti Ñ T 1
i Ă R2 tels que T 1

i soit

un triangle du plan. De plus, pour Ti, Tj éléments distincts de la triangulation, Ti, Tj

sont soit disjoints, soit ont un point en commun, ou alors ils ont l’image par f´1
i d’une

arête de T 1
i et l’image par f´1

j d’une arête de T 1
j en commun.

Afin de démontrer le théorème de Radò, nous suivons dans ce chapitre l’approche gé-

nérale de Thomassen (Thomassen, 1992, Section 4) et de Gallier et Xu (Gallier et Xu,

2013, Chapitre E) que nous présentons dans un langage de topologie générale afin de

rendre la discussion accessible et autonome.

La stratégie de la démonstration consiste à partitionner la surface en régions homéo-

morphes à des polygones du plan. Il s’agit de trouver un recouvrement dont les éléments

ont des bords qui s’intersectent en un nombre fini de fois. Ensuite, on construit des

homéomorphismes pour obtenir la triangulation voulue.

Soit S une surface. Soit
Ť

pPS

Up un recouvrement ouvert de S, où Up est voisinage de

p P S homéomorphe au disque ouvert D2. Dans chaque Up, on considère Qp contenant

p et homéomorphe à un disque fermé. Par paracompacité de S, on extrait du recou-

vrement ouvert
Ť

pP§
intpQpq un sous-recouvrement dénombrable

Ť

iPN
intpQiq, où intpQiq P

tintpQpq, p P Su. Notons Ui les ouverts Up contenant les Qi du sous-recouvrement dé-

nombrable. Supposons que les homéomorphismes φi : Ui Ñ D2 aient des images deux a

deux disjointes dans R2. Posons ĂQi “ φpQiq.
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2.2.1 Finitude de l’intersection entre les bords des ouverts du recouvrement

Les bords BĂQi sont des courbes fermées simples. On veut montrer qu’on peut choisir les

intpĂQiq Ă Di de sorte que les images de leurs bords par les φ´1
i respectifs s’intersectent en

un nombre fini de points sur S. Par continuité, on a φ´1
i BĂQi “ BQi Ă S et φ´1

i intpĂQiq “

intpQiq Ă S.

Proposition 2.2.2. Il existe un recouvrement
Ť

iPN
intpQiq tel que pour tout i, j P N,

|BQi X BQj | ă 8.

Afin d’obtenir ce résultat, nous démontrons d’abord deux lemmes en supposant qu’il

existe i, j tels que |BQi X BQj | “ 8. Fixons une paramétrisation γi : r0, 1s Ñ BQi de

BQi – S1 pour tout i P N.

Définition 2.2.3. Soit une paramétrisation de γ : r0, 1s Ñ S1 de S1. Un segment est

l’image par γ d’un sous-intervalle fermé de r0, 1s, c’est-à-dire un ensemble γpra, bsq pour

ra, bs Ă r0, 1s.

Lemme 2.2.4. On peut supposer que |BQiXBQj | ne contient pas de segments γipra, bsq “

γjpra1, b1sq.

Démonstration. Si |BQi X BQj | contient un segment L “ γipra, bsq “ γjpra1, b1sq, il suffit

de remplacer Qi par Qi Y D2 obtenu de la façon suivante. On attache r0, 1s le long de

BL Ă BQi, puis un disque le long de r0, 1s Y L, de sorte que Qi Y D2 ainsi obtenu soit

contenu dans Ui (Fig. 2.1).

Considérons un fermé ĂQ1
i Ă Di tel que ĂQi Ă intpĂQ1

iq. Remplacer intpQiq par intpQ1
iq nous

donne encore un recouvrement de S.

On fixe une paramétrisation γ1
i : r0, 1s Ñ BQ1

i de BQ1
i – S1.
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L

Qi Qj

D2Ui

Figure 2.1 – Élimination d’un segment L en commun

Soit ϵ la distance minimale entre un point de BQi et un point de BQ1
i, c’est-à-dire

distpBQi, BQ1
iq “ ϵ.

Il existe une infinité de segments de BQj dans S z intpQiq, puisqu’il existe une infinité de

t tels que γjptq P |BQi X BQj | par hypothèse.

Lemme 2.2.5. Il existe un nombre fini de segments γjpra, bsq de BQj tels que (Fig. 2.2)

1. γjpra, bsq Ă S z intpQiq,

2. γjpaq, γjpbq P BQi X BQj,

3. γjpra, bsq X BQ1
i ‰ ∅.

Démonstration. Supposons qu’il existe un nombre infini de segments tels que décrits dans

l’énoncé. Considérons en un sous-ensemble infini dénombrable, qui ont des extrémités

γjprnq “ un, γjpsnq “ vn P BQi de sorte que rn ă sn ă rn`1 ă sn`1 dans r0, 1s (Fig.

2.2). On peut supposer que γjp0q “ γjp1q P intpQiq si bien que rn, sn ‰ 0, 1 pour tout

n P N.

Soit tpnu la suite donnée par p2n´1 “ un et p2n “ vn.

On peut supposer que cette suite converge vers un γjpt0q “ p P BQi X BQj , puisque

BQi X BQj est un compact de S par continuité de φ´1
i , φ´1

j (avec BĂQi, B ĂQj étant des
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Qi

Qj

Q1
i

γjprrn, snsq

un
vn

Figure 2.2 – Un segment γjprrn, snsq et ses extrémités un, vn

compacts de R2). Les sous-suites tunu et tvnu convergent aussi vers p, par unicité de la

limite. Par continuité de γ´1
j sur p0, 1q, les suites trnu et tsnu convergent vers t0.

Par continuité de γj , il existe δ ą 0 tel que |t ´ t0| ă δ implique que γptq, un point de

BQj , soit contenu dans la boule ouverte Bpp, ϵ{2q.

Par convergence des suites trnu et tsnu vers t0, l’intervalle pt0 ´ δ, t0 ` δq contient un

couple rk, sk. Par continuité de γj , on a rrk, sks Ă pt0 ´ δ, t0 ` δq. Ainsi, le segment

d’extrémités uk, vk est contenu dans Bpp, ϵ{2q.

Or, Bpp, ϵ{2q n’instersecte pas BQ1
i. Par conséquent, le segment d’extrémités uk, vk n’in-

tersecte pas BQ1
i, contredisant la définition des un, vn.

Démonstration. (Proposition 2.2.2) Le lemme précédent nous permet de conclure la

démonstration de la proposition. Il nous donne que BQ1
i n’intersecte pas une infinité des

segments de BQj qui intersectent BQi : on remplace Qi par Q1
i dans le recouvrement de

S. Or, il se peut que BQ1
i intersecte BQj une infinité de fois en d’autres segments ou qu’il

intersecte un autre BQk, k ‰ i, j une infinité de fois. On considère alors un nouveau fermé

Q2
i dans Ui tel que Q2

i Ą intpQ1
iq, ou alors tel que Qi Ă intpQ2

i q Ă Q2
i Ă intpQ1

iq (Fig.
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2.3). Le bord BQ2
i intersecte BQj un nombre fini de fois par le même raisonnement que

dans la démonstration du lemme. On remplace alors Q1
i par Q2

i dans le recouvrement. Si

BQ2
i intersecte un nombre infini de fois un BQk, on applique le même raisonnement en

remplaçant le rôle de Q1
i par Q2

i . Cette procédure aboutit après un nombre fini de fois

pour chaque i P N, par paracompacité de S.

QiQ1
i

Q2
i

Qk

Qj

QiQ1
i

Qk

Qj

Q2
i

Figure 2.3 – Remplacement de Qi
1 par Q2

i

2.2.2 Application du théorème de Jordan-Schoenflies

Démonstration. (Théorème 2.2.1) Soit
Ť

iPN
intpQiq un recouvrement de S tel que |BQi X

BQj | ă 8. Considérons

ĂQi X φi

`
Ť

jPN
BQj

˘

Ă R2.

Il s’agit de l’image dans ĂQi des BQj intersectant Qi sur S. Cet ensemble peut être vu

comme un nombre fini de segments qui partitionnent ĂQi en régions. Ces dernières sont

délimitées par des courbes fermées simples, en l’occurence des segments des φipBQjq et

de BĂQi.

Soit C une de ces courbes et soit m le nombre de points de C qui sont éléments d’une

intersection φipBQjq X φipBQkq, j, k P N. On peut supposer que m ě 3. En effet, si

m “ 2, alors la région délimitée par φ´1C est contenue dans un intpQlq, l ‰ j, k ; il suffit
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d’ajouter un ouvert Q au recouvrement, de sorte qu’exactement un des deux points de

BQj X BQk soit contenu dans Q et Q Ă intpQlq (Fig. 2.4). Si m “ 1 ou 0, alors φ´1C est

bord d’un Qi inclus dans un autre ouvert du recouvrement ou bien, pour le cas m “ 0,

S est une sphère recouverte par deux ouverts Q1 et Q2 : il suffit de ne pas considérer Qi

dans le recouvrement de S et dans le cas de la sphère, on ajoute un ouvert dont le bord

intersecte BQ1 et BQ2 en deux points chacun, ce qui ramène au cas m “ 2.

BQj

BQk

BQ

p q

r

s

Figure 2.4 – BQ sépare la région grise en deux régions
délimitées par les segments rejoignant les points p, r, s et q, s, r

Par le théorème de Jordan-Schoenflies (Théorème 2.1.1), C délimite une région homéo-

morphe à un polygone régulier dem côtés, où chaque côté est homéomorphe à un segment

de C délimité par des points appartenant à une intersection φipBQjq XφipBQkq, j, k P N.

On peut supposer que les homéomorphismes ainsi obtenus entre chaque région et un

polygone donnent comme images des polygones deux à deux disjoints dans R2. On

triangule les polygones de plus de trois côtés en formant les joints d’un point de l’intérieur

avec chacune des arêtes. En identifiant les côtés provenant de régions adjacentes et

en identifiant les polygones provenant d’une même intersection Qi X Qj , on obtient la

triangulation voulue (Fig. 2.5).



18

Figure 2.5 – Exemple de triangulation pour deux ouverts s’intersectant



CHAPITRE III

TRIANGULATION EN DIMENSION 3

3.1 Théorème de Schoenflies généralisé

En dimension 2, l’existence de triangulations s’appuie sur le théorème de Jordan-Schoenflies

qui ne se généralise pas en dimensions supérieures à moins d’y ajouter une condition sur

la sphère Sn´1 Ă Sn.

Théorème 3.1.1 (Théorème de Schoenflies généralisé, Brown, 1960). Soit une sphère

Sn´1 Ă Sn. Si Sn´1 est à bicollier dans Sn, alors elle divise Sn en deux composantes

connexes, chacune homéomorphe à une boule de dimension n.

Par « à bicollier » , on veut dire qu’il existe un plongement i : Sn´1 ˆ r´1, 1s Ñ Sn tel

que ipSn´1 ˆ 0q “ Sn´1. La sphère cornue d’Alexandre est un fameux contre-exemple

à l’assertion sans condition de bicollarité (Fig. 3.1). En effet, le groupe fondamental de

l’une des composantes du complément de la sphère cornue dans S3 n’est pas finiment

engendré (il faut un générateur pour chaque « corne » ) ; cette composante ne peut être

une boule de dimension 3, dont le groupe fondamental est trivial.

Si on répétait la stratégie vue au chapitre précédent pour les variétés de dimension 3,

on se heurterait à cette condition de bicollarité lorsque vient le temps de considérer des

sphères délimitant des régions des boules du recouvrement. Rien ne garantit que ces

sphères possèdent un voisinage homéomorphe à Sn´1 ˆ r´1, 1s. Il n’est donc pas donné

que ces régions soient triangulables.
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Figure 3.1 – La sphère cornue d’Alexandre

3.2 Théorème du lacet de Papakyriakopoulos

Afin de démontrer la triangulation des variétés de dimension 3, on voudra ici encore

se ramener à des sous-espaces qu’on sait trianguler. On obtiendra ces derniers grâce au

théorème du lacet de Papakyriakopoulos.

Théorème 3.2.1 (Loop theorem, Papakyriakopoulos, 1956). Soit F une surface à deux

côtés dans M , une variété de dimension 3. Si l’homomorphisme π1pF q Ñ π1pMq induit

par l’inclusion n’a pas un noyau trivial, alors il existe un disque D2 Ă M tel que D2XF “

BD2 et rBD2s ‰ 0 P π1pF q.

Une démonstration complète du théorème est présentée dans Rolfsen, 2003, Appendice

B.
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3.3 Théorème de Moise

Théorème 3.3.1 (Moise, 1952). Toute variété de dimension 3 est triangulable.

L’existence d’une triangulation pour toute variété de dimension 3 a été démontrée pour

la première fois par Edwin Moise en 1952 (Moise, 1952), avant la percée de Papakyriako-

poulos avec le théorème du lacet. En 1971, Peter Shalen incorpore le théorème du lacet

dans une nouvelle démonstration du théorème de Moise (Shalen, 1984). Nous présen-

tons ici la démonstration réinventée en 1977 par Moise lui-même, qui combine ses idées

originales à celles de Shalen (Moise, 1977, Théorème 35.3).

Notre traitement adapte des résultats plus généraux de Moise en des lemmes et pro-

positions qui s’appliquent directement à la démonstration du théorème. De plus, nous

employons des notions d’homotopie là où Moise utilise dans son traité de 1977 des

constructions détaillées de topologie générale. Une telle approche semble naturelle étant

donné que le théorème du lacet est lui-même à saveur homotopique. Aussi, nous agré-

mentons le tout de figures. Notons que bien que les figures de la section 3.3.1 illustrent

une variété de dimension 2, l’idée qu’elles véhiculent se traduit directement à la situation

en dimension 3.

3.3.1 Démonstration du théorème de Moise

Démonstration. Soit M variété. Il existe des voisinages ouverts Np – Dm de p pour tout

p P M , où Dm est boule ouverte de dimension m “ dimM . Considérons des voisinages

ouverts de p N 1
p – Dm tels que N 1

p Ă Np ; ils forment un recouvrement de M . Puisque M

est paracompacte, on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable tN 1
nunPN. Nous

avons donc des paires Dm – N 1
n Ă Nn – Dm.

Puisque N1 – Dm, il existe un complexe simplicial K1 tel que |K1| Ă N1. On subdivise

K1 afin d’obtenir un sous-complexe K 1
1 tel que N 1

1 Ă |K 1
1| et |K 1

1|XB|K1| “ ∅ (Fig. 3.2).

Par récurrence, montrons que pour tout n ą 1 il existe un complexe fini Kn tel que
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K 1
1

N 1
1

K1
N1

Figure 3.2 – Les complexes K1 et K 1
1.

n
Ť

i“1
N 1

i Ă |K 1
n|, où K 1

n est sous-complexe de Kn tel que |K 1
n| X B|Kn| “ ∅, et tel que

K 1
n´1 est sous-complexe de K 1

n.

L’idée est d’étendre le complexe Kn sur Nn`1. Pour ce faire, il est nécessaire d’avoir

une structure simpliciale sur Nn`1 X B|Kn|. Or, le plongement f : |Kn| ãÑ M n’est pas

nécessairement PL sur Nn`1 X B|Kn| Ă Rm. On cherche donc à définir une certaine

transition entre f et une fonction g qui est PL sur Nn`1 X B|Kn|.

Considérons un voisinage ouvert V de Nn`1 X B|Kn| dans |Kn|, et inclus dans |Kn|z|K 1
n|

(Fig. 3.3). Par la proposition 3.3.2 démontrée plus bas, lorsque dimM “ 3 (ou 2), il

existe un homéomorphisme h : |KV | – V Ă Nn`1 où KV est un complexe simplicial.

K 1
n

Kn

N 1
n`1

n
Ť

i“1
N 1

i

Nn`1

V

Figure 3.3 – V est voisinage de Nn`1 X B|Kn| et est ouvert dans |Kn|.

Le coeur de la démonstration réside dans le fait que h peut-être approximée (Prop. 3.3.3)

par un homéomorphisme PL g : |KV | Ñ V Ă Nn`1 qui est compatible avec f ||Kn|z|KV |,
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c’est-à-dire que la fonction

f̃ “

$

’

&

’

%

g, sur |KV |

f , sur |Kn|z|KV |

est continue sur |Kn|.

Elle confère à Nn`1 X B|Kn| la structure simpliciale nécessaire afin qu’un complexe fini

L soit tel que (Fig. 3.4)

1. LYKn est complexe simplicial ;

2. |L| X |Kn| “ B|L| X B|Kn| Ă Nn`1 ;

3. N 1
n`1 Ă |L| Y |Kn|.

De plus, il existe un sous-complexe L1 d’une subdivision de L tel que (Fig. 3.4)

1. |L1| X |Kn| “ B|L1| X B|Kn| ;

2. N 1
n`1 Ă |L1| Y |Kn| ;

3. |L1| X B|L| “ ∅.

Par la même construction que celle à la fin de la démonstration de la proposition 3.3.2

présentée plus loin, en subdivisant les simplexes de Kn intersectant L1, on aura que

L1 YKn forme un complexe simplicial.

Nn`1

L

L1K 1
n

Kn

N 1
n`1

n
Ť

i“1
N 1

i

Figure 3.4 – Les complexes L et L1.

Du côté de |Kn|, on considère un sous-complexe K2
n d’une subdivision de Kn tel que

(Fig. 3.5).
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1. N 1
n`1 X |Kn| Ă K2

n ;

2. |K2
n| X B|Kn| Ă B|L1|.

L

L1
K2

n

K 1
n

Kn

N 1
n`1

n
Ť

i“1
N 1

i

Figure 3.5 – Le sous-complexe K2
n.

Après subdivision appropriée de L1 et Kn, on définit les complexes simpliciaux finis

(Figures 3.5 et 3.6)

Kn`1 “ LYKn,

K 1
n`1 “ L1 YK 1

n YK2
n.

Puisque |KV |X|K 1
n| “ ∅, f̃ coïncide avec f sur

n
Ť

i“1
Ni, ce dernier étant inclus dans |K 1

n|.

Il s’ensuit que Kn`1 et K 1
n`1 sont bien tels que

n`1
Ť

i“1
N 1

i Ă |K 1
n`1| avec |K 1

n`1|XB|Kn`1| “

∅, et K 1
n est sous-complexe de K 1

n`1 (Fig. 3.6).

N 1
n`1

n
Ť

i“1
N 1

i

Kn`1

K 1
n`1

Figure 3.6 – Les complexes Kn`1 et K 1
n`1.
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L’union K “
Ť

nPN
K 1

n est un complexe simplicial tel que |K| Ă M et M Ă
Ť

nPN
N 1

n Ă

Ť

nPN
|K 1

n| “ |K|. On en conclut que M “ |K|, ce qu’il fallait démontrer pour obtenir une

triangulation de M .

Nous démontrons dans les deux sections suivantes les propositions 3.3.2 et 3.3.3 utilisées

plus haut, ce qui complétera la démonstration du théorème.

3.3.2 Complexe simplicial homéomorphe à un ouvert

Proposition 3.3.2. Soit K complexe simplicial fini et U ouvert de |K|. Il existe KU tel

que |KU | “ U et dont chaque simplexe est simplexe d’une subdivision de K.

Démonstration. Soit une suite de complexes tKiuiPN où K1 “ K et où les Ki sont tels

que

1. Ki`1 est subdivision de Ki ;

2. lim
iÑ8

ˆ

sup
σPKi

tdiampσq | σ simplexe P Kiu

˙

“ 0.

Une telle suite existe puisqu’on peut prendre Ki`1 comme étant la i-ème subdivision

barycentrique de K.

Nous voulons maintenant montrer l’existence pour tout r P N d’une famille de complexes

simpliciaux tLiu
r
i“1 et d’un sous-ensemble d’indices tniu

r
i“1 Ă N tels que, pour Lr “

r
Ť

i“1
|Li| on ait

(i) Li est sous-complexe de Kni ;

(ii) ni ă ni`1 ;

(iii) Lr Ă U, @r P N ;

(iv) Lr´1 Ĺ Lr ;

(v) Pour tout σ P Knr , si |σ| Ă U , alors σ P Lr.

Procédons par récurrence sur r. Pour r “ 1, prenons L1 “ tσ P K1 | |σ| Ă Uu, avec

n1 “ 1. Les conditions (i)-(v) sont vérifiées par construction.
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Supposons par hypothèse de récurrence qu’il existe une famille tLiu
r
i“1 vérifiant (i)-(v).

Montrons qu’on peut trouver Lr`1 tel que tLiu
r`1
i“1 respecte aussi (i)-(v).

K étant complexe fini, on a |K|zU compact. De même, Lr est une union finie de sous-

complexes de subdivisions finies de K, alors elle est compacte. Ainsi, il existe ϵ ą 0 tel

que distpx, yq ą ϵ pour tout x P |K|zU, y P Lr. En effet, supposons le contraire : on peut

donc trouver des suites txnu Ă |K|zU et tynu P Lr telles que distpxn, ynq converge vers

0. Par compacité, la suite tpxn, ynqu converge vers un px, yq P |K| ˆ |K|. La fonction

distance |K| ˆ |K| Ñ Rě0 étant continue, on a

distpx, yq “ lim
nÑ8

distpxn, ynq “ 0

d’où x “ y. Ce dernier est donc point d’accumulation de |K|zU . Or, |K|zU est fermé

car U est ouvert par hypothèse, d’où y P |K|zU puisqu’un fermé contient tous ses points

d’accumulation. On obtient une contradiction de (iii) disant que Lr Ă U et donc que y

doit être dans U .

Parmi les Ki, i P N, il existe un Knr`1 tel que supσPKnr`1
diampσq ă ϵ, et nr`1 ą nr.

Posons Lr`1 “ tσ P Knr`1 | int |σ| Ă UzLru, c’est-à-dire l’ensemble des simplexes de

Knr`1 dans UzLr, ainsi que ceux partageant une face avec le sous-complexe de Knr`1

correspondant à l’espace Lr.

Montrons que la famille tLiu
r`1
i“1 vérifie (i)-(v). Par hypothèse de récurrence, les condi-

tions sont vérifiées pour les i “ 1, . . . , r. Il suffit de les vérifier pour r ` 1.

(i) Lr`1 est sous-complexe de Knr par construction ;

(ii) nr ă nr`1 par notre choix de Knr ;

(iii) Lr`1 Ă U par construction ; alors Lr`1 “ Lr Y Lr`1 Ă U , car Lr Ă U par

hypothèse de récurrence ;

(iv) Il suffit de montrer que Lr`1 ‰ ∅, puisque par construction, si σ P Lr`1, alors

|σ| Ć Lr, et on aura Lr`1 “ Lr`1YLr Ĺ Lr. Considérons un σ P Knr`1 , partageant

une face avec le sous-complexe de Knr`1 correspondant à Lr. Par notre choix de
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Knr`1 , on a diampσq ă ϵ. Le simplexe σ est contenu dans U puisque la distance

entre |K|zU et Lr est ϵ : il s’ensuit que σ est élément de Lr`1.

Par conséquent, on peut définir Lr pour tout r P N.

Par construction, on a U “
Ť

rPN
|Lr| “ lim

rÑ8
Lr. Sans perte de généralité, supposons que

nr “ r. Il se peut que Lr Y Lr`1 ne soit pas complexe simplicial, puisqu’un sommet v

de Kr`1 XLr`1 peut ne pas coïncider avec un sommet de Kr XLr. Dans ce cas, posons

σ le simplexe de Kr tel que v P |σ|. On subdivise d’abord σ afin qu’il coïncide avec

le sous-complexe σ X Kr`1 de Kr`1. Ensuite, il suffit de subdiviser tout simplexe τ de

Kr ayant σ comme face de sorte qu’il y ait une arête entre chaque paire de l’ensemble

discret formé du barycentre de τ , des sommets de τ et de v. En procédant ainsi pour

tout sommet v, et pour tout r, on obtient le complexe désiré KU “
Ť

rPN
Lr .

Dans la démonstration du théorème, en prenant U “ V Ă Nn`1 et K le complexe fini

de Kn, la proposition 3.3.2 nous procure le complexe simplicial KV . Puisque Nn`1 –

D3 – R3, on pourra appliquer la proposition suivante.

3.3.3 Approximation linéaire par morceaux

Proposition 3.3.3. Soit K complexe simplicial pour lequel il existe un homéomorphisme

h : |K| – U Ă R3. Soit ϕ : |K| Ñ Rą0. Il existe un plongement linéaire par morceaux

f : |K| ãÑ R3 tel que

distphpxq, fpxqq ă ϕpxq

pour tout x P |K|. On dit alors que f est une ϕ-approximation de h.

Pour démontrer la proposition, nous voulons trouver une ϕ-approximation de h pour un

voisinage du 1-squelette de K qu’on étendra ensuite à K en entier.

Pour ce faire, démontrons d’abord la proposition dans le cas où ϕ ” ϵ ą 0, une constante,

et U – D3. Trouvons une ϵ-approximation pour un voisinage du 1-squelette de K qu’on
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étendra ensuite à K en entier.

Lemme 3.3.4. Soit K complexe simplicial fini pour lequel il existe un homéomorphisme

h : |K| – D3 Ă R3. Soit ϵ ą 0. Il existe f : |K| ãÑ R3 une ϵ-approximation de h.

Démonstration. L’hypothèse |K| – D3 nous permet de considérer K comme sous-

complexe d’un complexe simplicial homéomorphe à R3 et d’étendre h à un voisinage

simplicial K 1 ą K.

On choisit un voisinage simplicial N ă K 1 de K1 tel que |K1| soit une rétraction de

|N | et |K1| Ă int |N |. Pour chaque arête e de K, on considère un sous-complexe De ă

N homéomorphe à D2 de sorte que e X De est un point et BDe Ă BN . Ces disques

partitionnent N en des complexes Cv homéomorphes à D3 de sorte que chaque Cv

contienne exactement un sommet v P K (Fig. 3.9).

Montrons qu’il existe une ϵ-approximation f |N de h|N .

Supposons que K soit suffisamment subdivisé pour qu’on ait diamhpCvq ă ϵ{2. On

remplace dans hpNq les disques hpDeq par des disques simpliciaux Ee de sorte que

Ee soit dans un voisinage de hpDeq. Ceci donne lieu à une nouvelle collection de C 1
v

contenant chacun l’image hpvq d’un sommet v P K, avec C 1
v X C 1

w Ă Ee si e “ vw.

Posons N 1 “
Ť

vPK

C 1
v.

Il existe un complexe simplicial X Ă intN 1 qui est voisinage de hpK1q. On peut supposer

que X ne contient pas de disque simplicial D2 dont le bord est non contractible dans

BX et tel que D2 X hpK1q “ ∅ et D2 X BX “ BD2. Si tel était le cas, il suffirait de

considérer la composante contenant hpK1q de XzD2.

Par le théorème du lacet (Théorème 3.2.1), l’homomorphisme i˚ : π1pBXq Ñ π1pN 1zhpK1qq

induit par l’inclusion est injectif.

Montrons la surjectivité de i˚. On considère un homéomorphisme ϕ : BNˆp0, 1q ãÑ intN 1

de sorte que ϕpBN ˆ t1uq Ă N 1zX et ϕpBN ˆ t0uq Ă X. Il existe un η maximal tel que

ϕpBN ˆ tηuq XX ‰ ∅. Soit p0 un point de cette intersection (Fig. 3.7).
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N 1

p0

hpK1q

X

ϕpBN ˆ tηu

Figure 3.7 – Coupe transversale de N 1.

Soit γ : r0, 1s Ñ XzhpK1q un lacet basé en p0. Chaque point γptq est égal à un point

ϕpnptq, sptqq P ϕpBN ˆp0, ηsq. En projetant γptq sur ϕpnptq, ηq, on obtient une homotopie

entre γ et γ1 : r0, 1s Ñ ϕpnptq, ηq. Posons H cette homotopie. L’image de H est une

surface intersectant BX en l’image d’un lacet α basé en p0 par construction. Puisque

r0, 1s2 est simplement connexe, il existe une homotopieG entre le chemin dans r0, 1s2 dont

l’image est H´1pγq et le chemin dans r0, 1s2 dont l’image est H´1pαq. La composition

H ˝G est une homotopie entre γ et α, un lacet dans BX (Fig. 3.8).

α

γ

G

γ1

α

γ

H

XzhpK1q

Figure 3.8 – Composition des homotopies G et H.

De façon symétrique, on trouve que tout lacet γ : r0, 1s Ñ N 1zX basé en p0 est homotope

à un lacet dans BX. On prend p0 comme point de base pour les groupes fondamentaux

π1pBXq et π1pN 1zhpK1qq. Un élément de rγs P π1pN 1zhpK1qq est représenté par un lacet

γ homotope à la concaténation d’un lacet γ1 dans XzhpK1q et d’un lacet γ2 dans N 1zX

basés en p0. Nous venons de démontrer que ces derniers sont respectivement homotopes

à des chemins α1 et α2 dans BX. Alors i˚prα1 ˚α2sq “ rα1 ˚α2s “ rγ1 ˚ γ2s “ rγs, ce qui
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montre la surjectivité de i˚.

Par conséquent, π1pBXq – π1pN 1zhpK1qq – π1pBNq, ce qui implique que H1pBXq –

H1pBNq. Par la classification des surfaces compactes, BX et BN étant orientées par

construction et compactes car K fini, on a BX – BN .

Ainsi, en posant Xv “ X X C 1
v, on obtient que BXv “ BX X C 1

v est homéomorphe à

BCv – S2. Posons E1
e Ă Ee le disque simplicial intersectant e dans Xv. On définit un

homéomorphisme PL f entre Cv et Xv de la façon suivante.

D’abord, puisque Ee – De – D2, on peut trianguler De par un complexe isomorphe à

celui triangulant De, ce qui permet de définir f sur De avec fpDeq ´ Ee. Ensuite,

BXvz
Ť

vPe
intE1

e – BCvz
Ť

vPe
intDe – D2z

Ů

cPe
D2,

ce qui permet de trianguler BCvz
Ť

vPe
intDe – D2 par un complexe isomorphe à celui

triangulant BXvz
Ť

vPe
intE1

e et ainsi d’étendre f à BCv avec fpBCvq “ BXv. Finalement,

Xv – Cv – D3, ce qui par le même raisonnement permet d’étendre f à tout Cv. En

faisant de même pour tout sommet v P K, nous avons défini l’homéomorphisme PL f

sur tout N , que nous notons f |N .

Soit x P Cv. Puisque f |N pxq P Xv Ă hpCvq, on a distph|N pxq, f |N pxqq ă ϵ{2 ă ϵ, ce qui

fait de f |N l’ϵ-approximation voulue de h|N .

Remarque. La stratégie que nous venons d’employer pour définir un homéomorphisme

PL consiste à le définir d’abord pour des surfaces qu’on sait trianguler grâce au théorème

2.2.1, puis à l’étendre sur une boule de dimension 3 ayant comme bord l’union de ces

surfaces. De même, un homéomorphisme PL défini sur un espace homéomorphe à S1

pourra être étendu à un disque ayant cet espace comme bord. Appelons cette technique

l’extension par bords. Elle sera utilisée de nouveau dans ce qui suit.

Soit un 2-simplexe σ “ v0v1v2. Le voisinage du 1-squelette de σ défini par Nσ “ Cv1 Y

Cv2 Y Cv3 est un tore solide (Fig. 3.9).
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De
v

Cv

Dσ

Figure 3.9 – Un exemple de Nσ (en ombragé), où σ est le 2-simplexe du haut. Des
demi-arêtes ayant un sommet en commun avec le 3-simplexe sont illustrées.

Posons Dσ “ σzN (Fig. 3.9). Nous cherchons à étendre f |N à Dσ pour tout 2-simplexe

σ P K. Pour ce faire, on considère des voisinages topologiques Vσ – D3 pour chaque

hpσq, de sorte que BVσ intersecte fpNq en deux composantes homéomorphes à S1, re-

présentant le même générateur de H1pBfpNσqq (Fig. 3.10). On choisit les Vσ assez petits

afin qu’ils ne s’intersectent pas entre eux ailleurs que dans intpfpNqq. Posons D1
σ une des

composantes de BVσzfpNq, homéomorphe à D2 et dont le bord représente un générateur

de H1pBfpNσqq.

Soit v P σ. On modifie légèrement f |Cv pour avoir fpCvq XD1
σ comme image de Cv XDσ

et de façon à conserver la structure simpliciale de Cv (Fig. 3.11). En répétant cette

modification pour tout v P σ et tout σ P K, et en ayant choisi des Vσ assez petits, ce

nouveau f |N est encore une ϵ-approximation de h|N .

Maintenant, BDσ est homéomorphe PL à BD1
σ – S1 par la construction précédente,

ce qui permet de poursuivre l’extension par bords de f à Dσ – D2, puis ensuite à

Kz intpN Y
Ů

σPK

Dσq –
Ů

σPK

D3.
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Vσ Vσ
Dσ

Figure 3.10 – Un voisinage Vσ et son intersection avec fpNq.

En ayant fait un choix de Vσ assez petit, on obtient en f l’ϵ-approximation de h voulue,

ce qui conlut la démonstration du Lemme 3.3.4.

Démonstration. (Prop. 3.3.3) On répète les premières étapes de la démonstration du

lemme jusqu’à la partition de N en des complexes Cv – D3, où N est un voisinage assez

petit d’une subdivision de K et de R3 de sorte que

hpCvq Ă intBv

pour tout v P K1, où Bv est la boule centrée en hpvq de rayon
inf ϕ|Cv

2
.

Pour chaque arête e “ vw, on modifie Cw, Cv, en des complexe C 1
w Ą Cw, C

1
v Ą Cv tels

que C 1
w X C 1

v – D3 et BpC 1
w X C 1

vq X BC 1
v Ă De (Fig. 3.12).

|C 1
v| et |C 1

w| étant homéomorphes à D3 et C 1
v, C

1
w étant des complexes finis, on applique le

lemme précédent pour obtenir des ϵv et ϵw-approximations fv : C 1
v Ñ R3 et fw : C 1

w Ñ R3

de h|Cv et h|Cw respectivement. On choisit ϵv, ϵw ą 0 assez petits afin que

1. fvpC 1
vq Ă Bv et fwpC 1

wq Ă Bw ;

2. fwpC 1
wq X fvpC 1

vq – D3 ;

3. BpfwpC 1
wq X fvpC 1

vqq X BfvpC 1
vq Ă fvpDeq.

Posons C2
w “ fwpC 1

wqz
Ť

vwPK1

fvpC 1
vq et D1

e “ BfvpC 1
vq X fwpC 1

wq (Fig. 3.13).
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fpCvq

fpCv XDσq

fpCvq XD1
σ

fpCvq

fpCvq XD1
σ

Figure 3.11 – Modification de f |Cv

On définit un plongement PL f |N : N ãÑ R3 en posant f |N pDeq “ D1
e en considérant

des subdivisions de De – D2 et D1
e – D2 faisant de De et D1

e des complexes isomorphes.

On étend ensuite f à Cv et Cw en posant f |N pCvq “ C2
v et f |N pCwq “ C2

w de façon

compatible avec la structure combinatoire des f |N pDeq “ D1
e.

Soit x P Cv. On a f |N pxq P C2
v Ă fvpC 1

vq Ă Bv. Aussi, hpxq P Bv si bien que

distph|N pxq, f |N pxqq ă inf ϕ|Cv ă ϕpxq, faisant de f |N une ϕ-approximation de h|N .

Finalement, on considère des voisinages Vσ de chaque 2-simplexe σ P K comme dans le

lemme. Avec des Vσ assez près de σ, par extension par bords, on aura f : N YK Ñ R3

tel que distphpxq, fpxqq ă inf ϕ|σ ă ϕpxq.

En prenant la restriction à K de f , nous obtenons la ϕ-approximation voulue de h.

Pour compléter la démonstration du théorème principal, on prend K “ KV . Rappelons

que h est l’homéomorphisme |KV | – V , qu’on peut considérer comme étant la restriction

de f à |KV |. Prenons ϕ : |KV | Ñ Rą0 tel que pour tout x P |KV |,

ϕpxq ă distpfpxq, fp|Kn|z|KV |qq.
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Cv CwDe

C 1
v C 1

w

C 1
v C 1

w

Figure 3.12 – Cv, Cw autour d’un De et C 1
v, C

1
w vus de biais et de côté.

La proposition 3.3.3 donne l’existence de g, une ϕ-approximation de f ||Kv | “ h.

Montrons la continuité de f̃ à la frontière |KV | X p|Kn|z|KV |q Ă |Kn|.

Soit x P |KV | X p|Kn|z|KV |q et y P |KV |. Puisque ϕpyq tend vers 0 lorsque

distpfpxq, fp|Kn|z|KV |qq tend vers 0, il existe δ ą 0 tel que pour distpx, yq ă δ, on

ait ϕpyq ă ϵ{2. Par continuité de f sur |K|, il existe aussi un δ ą 0 tel que pour

distpx, yq ă δ, on ait distpfpxq, fpyqq ă ϵ{2. En prenant le minimum de ces δ, on a que

distpx, yq ă δ implique que

distpf̃pxq, f̃pyqq “ distpfpxq, gpyqq

ď distpfpxq, fpyqq ` distpfpyq, gpyqq

ă ϵ{2 ` ϕpyq

ă ϵ.

Si y P |Kn|z|KV |, la continuité de f sur |Kn| nous donne un δ ą 0 tel que distpx, yq ă δ

implique que distpfpxq, fpyqq ă ϵ. Par conséquent, pour tout x P |KV | X p|Kn|z|KV |q, il

existe δ ą 0 tel que distpx, yq ă δ implique distpf̃pxq, f̃pyqq ă ϵ.
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fpC 1
vq fpC 1

wq

C2
v C2

wD1
e

Figure 3.13 – fpCvq, fpCwq autour d’un De et C2
v , C

2
w.

La continuité de f̃ ailleurs sur |Kn| est donnée par celle de g et f , ce qui conclut la

démonstration.





CHAPITRE IV

TRIANGULATION EN DIMENSION 4

4.1 Signature d’une variété de dimension 4

La stratégie d’extension par bords d’une triangulation employée en dimension 3 repose

sur le théorème du lacet qui ne tient pas en dimension 4 (Ray et Ruberman, 2017). En

contrepartie, la parité de leur dimension permet d’étudier les variétés de dimension 4

orientées par la forme d’intersection induite par le cup-produit

H2pM, BM ;Zq ˆH2pM, BM ;Zq Ñ Z

pa, bq ÞÑ a ! bprM sq

où rM s est la classe fondamentale de M .

En considérant la matrice de cette forme quadratique comme à coefficients réels, posons

b`
2 et b´

2 le nombre de valeurs propres respectivement positives et négatives comptées

avec multiplicité.

Définition 4.1.1. La signature d’une variété M de dimension 4 orientée, notée σpMq,

est la valeur entière

σpMq “ b`
2 ´ b´

2 .

La signature possède les propriétés suivantes (Kirby, 1989, Théorème 5.3) :

1. (Additivité de Novikov) σpM YY Nq “ σpMq ` σpNq, si M et N partagent une

composante de bord Y .
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2. (Additivité pour la somme connexe) σpM#Nq “ σpMq ` σpNq

3. (Orientation inverse) σp´Mq “ ´σpMq

où N est une autre variété orientée de dimension 4 et ´M est M munie de l’orientation

inverse.

4.2 Théorème de Rokhlin

Le théorème de Rokhlin illustre l’importance de la signature en tant qu’invariant de

variétés de dimension 4.

Théorème (Rokhlin, 1952). Une variété M de dimension 4 lisse, fermée et dont la

deuxième classe de Stiefel-Whitney w2pMq est triviale a une signature σpMq divisible

par 16.

Remarque. La signature d’une variété de dimension 4 et les résultats de Rokhlin sont

aussi utiles en dimension 3, notamment lors de l’étude de cobordismes entre variétés.

C’est dans ce contexte que ces notions feront leur apparition dans la Partie II de ce

mémoire.

4.3 Variété de Freedman

La démonstration originale de l’existence d’une variété topologique non triangulable en

dimension 4 est due à Andrew Casson (Akbulut et McCarthy, 1990, p. xvi). Elle fait

usage de l’invariant de Casson, un relèvement de l’invariant de Rokhlin (Section 5.2.7).

Le contre-exemple étudié par Casson est celui de la variété E8 de Freedman dont la

construction repose sur le résultat suivant (Freedman, 1982, Théorème 1.4’).

Théorème 4.3.1 (Freedman, 1982). Toute sphère d’homologie de dimension 3 est le

bord d’une variété contractile de dimension 4.

Proposition 4.3.2. Il existe une variété fermée de dimension 4 M de signature σpMq “

8.
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Démonstration. Considérons la sphère de Poincaré Σ, une sphère d’homologie de dimen-

sion 3 correspondant au quotient SOp3q{A5, où A5 est le sous-groupe alterné du groupe

symétrique S5, isomorphe au groupe de symétries rotationelles d’un dodécaèdre régulier.

Σ est bord d’une variété orientée P de forme d’intersection E8 (Kirby et Scharlemann,

1979, pp. 114-115).

E8 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0 0 0 0 0

´1 2 ´1 0 0 0 0 0

0 ´1 2 ´1 0 0 0 0

0 0 ´1 2 ´1 0 0 0

0 0 0 ´1 2 ´1 0 ´1

0 0 0 0 ´1 2 ´1 0

0 0 0 0 0 ´1 2 0

0 0 0 0 ´1 0 0 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

La signature de P est σpP q “ 8. Par le théorème de Freedman, Σ est aussi bord d’une

variété contractile ∆. En posant

M “ P YΣ ∆

et par additivité de Novikov, on a σpMq “ σpP q ` σp∆q “ 8 ` 0 “ 8.

4.4 Existence de variétés non triangulable en dimension 4

Le théorème de Poincaré-Perelman établi en 2003 (Perelman, 2002, 2003a, 2003b) donne

une nouvelle démonstration de l’existence d’une variété topologique non triangulable en

dimension 4.

Théorème 4.4.1 (Conjecture de Poincaré, Perelman, 2003). Une variété topologique

fermée de dimension 3 simplement connexe est homéomorphe à la sphère S3.

Les lemmes et le corollaire qui permettent de faire appel au théorème de Poincaré-

Perelman sont démontrés dans la prochaine section.
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Théorème 4.4.2 (Casson, 1985). Il existe des variétés de dimension 4 non triangulables.

Démonstration. Soit M la variété de Freedman de la proposition 4.3.2, de signature

σpMq “ 8. Sa deuxième classe de Stiefel-Whitney est triviale : puisqu’elle est orientée,

w1pMq “ 0 et pour tout x P H2pM ;Z{2Zq

w2 ! x “ pw2 ! w2
1q ! x “ Sq2pxq “ x2 “ 2 mod 2 “ 0.

Ainsi, il découle du théorème de Rokhlin que M ne possède pas de structure lisse.

Supposons que M possède une triangulation. Puisque M est une variété topologique,

les liens de chaque sommet sont simplement connexes (Lemme 4.4.6). De plus, ce sont

des complexes simpliciaux qui sont des variétés d’homologie de dimension 3, ce qui en

fait des variétés topologiques (Corollaire et Lemme 4.4.8). Par le théorème de Poincaré-

Perelman, ces liens sont tous homéomorphes à S3. Ceci confère à la triangulation (et à

M), une structure linéaire par morceaux. Toute variété PL de dimension 4 pouvant être

munie d’une structure lisse,M est donc lisse, ce qui contredit la théorème de Rokhlin.

Remarque. Nous avons démontré au passage qu’en dimension 4, une triangulation est

équivalente à une structure PL.

4.4.1 Application du théorème de Poincaré-Perelman

Nous détaillons dans cette section les étapes nous permettant d’appliquer le théorème

de Poincaré-Perelman.

Lemme 4.4.3. Soit SX la suspension d’un espace X. Si SX est une variété topologique

de dimension n, alors SX est homéomorphe à la sphère Sn et X est homotopiquement

équivalent à Sn´1.

Démonstration. Soit p le point auquel X ˆ t1u est identifié dans la suspension

SX “ X ˆ r´1, 1s{ „
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où px, tq „ py, sq si et seulement si t “ s P t´1, 1u. Il existe un voisinage U de p

homéomorphe à Rn dont le bord BU – Sn´1 est à bicollier dans hpUq. Soit t0 P p´1, 1s

tel que X ˆ rt0, 1s{X ˆ t1u Ă U . L’homéomorphisme h fixant X ˆ tt0u et envoyant

X ˆ rt0, 1s{X ˆ t1u sur X ˆ r´1, t0s{X ˆ t´1u donne un ouvert hpUq – Rn. Les ouverts

hpUq et U recouvrent SX. Par le théorème de Schoenflies généralisé (Théorème 3.1.1),

hpUqzU est homéomorphe à une n-boule fermée. Ainsi, SX est l’identification des deux

n-boules fermées hpUqzU et U en leur bord commun BU . On en conclut que SX est

homéomorphe à la sphère Sn.

De plus, X est rétraction de SXztp, qu, où q est le point auquel X ˆ t´1u est identifié

dans SX. Par conséquent, on obtient les équivalences homotopiques

X » SXztp, qu – Snzt2 pointsu » Sn´1.

Lemme 4.4.4. Soit X un espace topologique. Il existe un homéomorphisme

CX ˆ r´1, 1sk – CpSkXq,

où CX est le cône de X et SkX est la suspension k fois de X.

Démonstration. La suspension SX peut s’écrire

pX ˆ r´1,´1{2s{X ˆ t´1uq Y pX ˆ r´1{2, 1{2sq Y pX ˆ r1{2, 1s{X ˆ t1uq,

homéomorphe à CX Y pX ˆ r´1, 1sq Y CX. Son cône est donné par

´

CX Y pX ˆ r´1, 1sq Y CX
¯

ˆ r´1, 1s{

´

CX Y pX ˆ r´1, 1sq Y CX
¯

ˆ t1u,

qu’on peut décrire comme l’union

ď

tPr0,1s

CX ˆ ttu YX ˆ r´t, ts ˆ ttu Y CX ˆ ttu

ce qui correspond précisément à l’espace CX ˆ r´1, 1s.

En remplaçant X par Sk´1X, on obtient CpSk´1Xq ˆ r´1, 1s – CpSkXq.
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Montrons le résultat par récurrence sur k. Le cas k “ 0 est trivial et nous avons démontré

le cas k “ 1 ci-haut. Supposons que CX ˆ r´1, 1sk´1 – CpSk´1Xq. Alors

CpSkXq “ CpSk´1Xq ˆ r´1, 1s “ pCX ˆ r´1, 1sk´1q ˆ r´1, 1s “ CX ˆ r´1, 1sk.

Définition 4.4.5. Un espace topologique M est une variété d’homologie combinatoire

s’il existe une un complexe simplicial K de dimension n tel que M – |K| et tel que pour

tout simplexe σ P K, H˚pLkpσqq “ H˚pSn´dimpσq´1q.

Remarque. On utilise l’adjectif combinatoire pour distinguer la définition 4.4.5 de

celle d’une variété d’homologie de dimension n. Cette dernière est un espace M dont

l’homologie locale HkpM,Mztxu;Zq en tout point x P M est égale à Z pour k “ n et 0

sinon. Toute variété d’homologie combinatoire est une variété d’homologie : en effet, en

supposant sans perte de généralité que x est un sommet, par excision de Stpxqztxu, on

a

HkpStpxq, Stpxqztxu;Zq – rHk´1pStpxqztxu;Zq – rHk´1pLkpxq;Zq – rHk´1pSn´1;Zq.

Lemme 4.4.6. Soit K une triangulation d’une variété topologique M – |K| de dimen-

sion n. Les liens Lkpσq pour tout k-simplexe σ de K, 0 ď k ď n, ont l’homologie d’une

sphère Sn´k´1. En particulier, M est une variété d’homologie combinatoire.

Démonstration. Par définition du joint topologique, écrivons

Lkpσq ˚ σ “ pLkpσq ˆ σ ˆ r0, 1sq{pLkpσq ˆ t1u, σ ˆ t0uq.

L’ensemble des simplexes de Stpσq ne contenant pas σ est réalisé géométriquement par

Lkpσq ˚ Bσ. Par la proposition 1.1.10,

Stpσq – pLkpσq ˚ σqzpLkpσq ˚ Bσq

– pLkpσq ˆ intσ ˆ p0, 1sq{pLkpσq ˆ t1uq

–

´

CLkpσqzpLkpσq ˆ t0uq

¯

ˆ intσ,

En tant qu’ouvert de la variété M , Stpσq est une variété. Ainsi, sa fermeture est une
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variété de dimension n, avec bord B, homéomorphe à

CLkpσq ˆ σ – CLkpσq ˆ r´1, 1sk – CpSkLkpσqq

où le dernier homéomorphisme est donné par le lemme 4.4.4. La suspension Sk`1Lkpσq “

CpSkLkpσqq YB CpSkLkpσqq est une variété topologique de dimension n et par le lemme

4.4.3, elle est homéomorphe à Sn. Puisque rHipSXq – rHi´1pXq pour X espace topolo-

gique quelconque, on obtient

rHi´kpSn´k´iq “ rHipS
nq – rHipS

kLkpσqq – rHi´kpLkpσqq.

En particulier, lorsque k “ 0 et n “ 4, la suspension SLkpσq est homéomorphe à S4 et

Lkpσq est homotopiquement équivalent à S3. Ainsi, Lkpσq est simplement connexe.

Corollaire 4.4.7. Soit K une triangulation d’une variété topologique M – |K| de di-

mension n. Les liens Lkpσq pour tout σ simplexe de K sont des variétés d’homologie.

Démonstration. Soit τ un k-simplexe de Lkpσq et posons l “ dimσ. Par définition du

lien,

H˚pLkpτ, Lkpσqqq “ H˚pLkpτ ˚ σ,Kqq “ H˚pSn´pk`l`1q´1q.

Lemme 4.4.8. Si M – |K| est une variété d’homologie combinatoire de dimension 3,

alors elle est une variété topologique.

Démonstration. Soit x P M et supposons sans perte de généralité que x est un sommet

de K (quitte à prendre une subdivision de K).

Soit y P Lkpxq qu’on suppose sans perte de généralité être un sommet de Lkpxq. Par le

lemme 4.4.6

H˚pLkpy, Lkpxqqq “ H˚pLkpyx,Kqq “ H˚pS3´1´1q “ H˚pS1q.

Par définition du lien, Lkpy, Lkpxqq est forcément homéomorphe à S1, si bien que

Stpy, Lkpxqq “ CLkpy, Lkpxqq “ B2, d’où l’existence d’un voisinage de y homéomorphe
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à R2 dans Lkpxq. Ce dernier est une variété topologique de dimension 2.

L’unique variété topologique de dimension 2 ayant l’homologie de S2 est S2 elle-même.

Ainsi, Stpx,Kq – CLkpx,Kq – CS2 – B3. Il s’ensuit qu’on peut trouver un voisinage

de x homéomorphe à R3, contenu dans Stpx,Kq Ă M .

En combinant le corollaire 4.4.7 et le lemme 4.4.8, on obtient que les liens des sommets

sont des variétés topologiques. Le raisonnement du lemme 4.4.6 donne la simple connexité

de ces liens. Le théorème de Poincaré-Perelman s’applique bel et bien aux liens des

sommets d’une variété topologique triangulée.

4.5 De la topologie géométrique à la topologie algébrique

La triangulation des variétés en dimensions 2 et 3 découle d’une description entièrement

géométrique de la topologie des variétés. En revanche, le développement de la topologie

algébrique dans la deuxième moitié du XXe siècle s’est montrée indispensable au trai-

tement des variétés de dimensions supérieures, difficiles à visualiser géométriquement.

Ainsi, il est à propos que nous concluions la première partie de ce mémoire avec un

théorème récemment établi (Théorème 4.4.1), dont l’application fait appel à des idées

géométriques classiques (Section 4.4.1).

Dans la seconde partie, nous verrons comment l’étude des variétés topologiques en di-

mensions 5 et plus nécessite des techniques plus avancées. Entre autres, les notions

d’homologie, d’homotopie, d’espaces classifiants et d’obstruction sont exploitées. Par

ailleurs, la géométrie différentielle se joint à la topologie algébrique pour mener à l’ho-

mologie de Floer. C’est cette dernière qui parvient à parachever l’étude de l’existence

d’une triangulation pour les variétés topologiques.



DEUXIÈME PARTIE

TRIANGULATION EN DIMENSIONS 5 ET PLUS





CHAPITRE V

OBSTRUCTIONS ET LE GROUPE DE COBORDISME D’HOMOLOGIE

Ce chapitre est dédié à la réduction du problème de triangulation en dimensions 5 et plus

à un problème de basse dimension. Le groupe de cobordisme d’homologie de dimension

3 que l’on définit dans la première section de ce chapitre tiendra le rôle principal dans

la caractérisation de l’existence d’une triangulation.

5.1 Groupe de cobordisme d’homologie

Le groupe de cobordisme d’homologie, noté ΘH
3 , est composé des classes d’équivalence des

sphères d’homologie de dimension 3 orientées, définies par rY1s “ rY2s si et seulement si

(i) Y1 est cobordante à Y2, c’est-à-dire qu’il existe W compacte, lisse et orientée telle

que BW “ ´Y1 \ Y2 où ´Y1 dénote Y1 munie de l’orientation inverse ;

(ii) H˚pW,Y1;Zq “ H˚pW,Y2;Zq “ 0.

Une telle variété W est dite cobordisme d’homologie entre Y1 et Y2.

On munit ΘH
3 de l’opération induite par la somme connexe, notée #, de sorte que

rY1s#rY2s “ rY1#Y2s. Montrons que pΘH
3 ,#q est bien un groupe.

Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 5.1.1. Les énoncés suivants sont équivalents.

(a) rY1s “ rY2s ;



48

(b) r´Y1#Y2s “ rS3s ;

(c) Il existe W 1 est compacte, lisse et acyclique (i.e. H˚pW 1q “ H˚ptptuq) telle que

´Y1#Y2 “ BW 1.

Démonstration.

(a) ñ (c) Soit W 1 le cobordisme d’homologie entre Y1 et Y2. On considère une anse

B3 ˆ r0, 1s Ă W telle que B3 ˆ t0u Ă ´Y1, B
3 ˆ t1u Ă Y2. On retire A “ intpB3q ˆ r0, 1s

de W 1 pour obtenir une variété W dont le bord est ´Y1#Y2. On considère un voisinage

A1 de A tel que A1 X W se rétracte en S2. Avec H˚pA1q “ H˚ptptuq, H˚pW q “ H˚pS3q

et H˚pA1 XW q “ H˚pS2q, la suite de Mayer-Vietoris pour W 1 “ A1 YW montre que W 1

est acyclique.

(c) ñ (b) On retire B4 de W 1 obtenue ci-haut pour obtenir une variété W 2 dont le bord

est ´Y1#Y2 \ S3. On déduit de la suite de Mayer-Vietoris que H3pW 2q “ H0pW 2q “ Z

et HipW
2q “ 0, i ‰ 0, 3. La longue suite exacte d’une paire permet de conclure que

HipS
3,W 2q “ Hip´Y1#Y2,W q “ 0 pour tout i. W 2 est un cobordisme d’homologie

entre ´Y1#Y2 et S3.

(b) ñ (a) La dernière implication est obtenue en renversant les constructions ci-haut.

On remplit S3 de BW 2, où W 2 est corbordisme entre ´Y1#Y2 et S3, pour obtenir une

variété acyclique W 1 de bord ´Y1#Y2. On remplit le tube connectant ´Y1 et Y2 avec

B3 ˆ r0, 1s pour obtenir une variété W de bord ´Y1 \ Y2. La suite de Mayer-Vietoris

donne la condition (ii).

(# est bien définie) Soient des sphères d’homologie Y2, Y 1
2 telles que rY2s “ rY 1

2s. On

a par commutativité et associativité de #

r´pY1#Y2q#pY1#Y
1
2qs “ r´Y1#Y1# ´ Y2#Y

1
2s

“ r´Y1#Y1s#r´Y2#Y
1
2s

“ rS3s#rS3s

“ rS3#S3s
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“ rS3s,

où on utilise le fait que r´Y1#Y1s “ rS3s, démontré plus bas. Par le lemme, ceci est

équivalent à rY1#Y2s “ rY1#Y
1
2s.

(Fermeture sous #) Soient Y1 et Y2 des sphères d’homologie. Leur somme connexe

est égale à

Y1#Y2 “ Y1zB3 \S2 Y2zB3.

Yi étant des sphères d’homologie, la suite de Mayer-Vietoris donne que YizB3 sont acy-

cliques. Elle donne aussi l’exactitude de

0 Ñ HipY1#Y2q Ñ Hi´1pS2q Ñ 0

pour i ą 1. Ainsi, HipY1#Y2q – Hi´1pS2q – Z pour i “ 3 et 0 pour i ą 1, i ‰ 3. Pour

i “ 1, la suite de Mayer-Vietoris donne l’exactitude de

0 Ñ H1pY1#Y2q Ñ Z Ñ Z ‘ Z Ñ Z Ñ 0

et permet de conclure que H1pY1#Y2q “ 0. Y1#Y2 est bien sphère d’homologie.

(Élément neutre) S3 est élément neutre, car Y#S3 – Y – S3#Y .

(Inverse) ´Y#Y est le bord de pY zB3q ˆ r0, 1s, une variété acyclique. Par le lemme,

r´Y s#rY s “ r´Y#Y s “ rS3s. La classe de ´Y est l’inverse de celle de Y .

Remarque. On considère le groupe de cobordisme d’homologie en dimension 3 seule-

ment, car il s’avère que pour toute dimension n ‰ 3, toute n-sphère d’homologie est

corbordante à Sn. Ce résultat est dû à Kervaire (Kervaire, 1969).

5.2 Structures linéaires par morceaux

Alors que l’étude de la triangulabilité en dimensions 2,3 et 4 se base sur des notions topo-

logiquement palpables, en dimension 5 et plus, le théorème de s-cobordisme, généralisant

le théorème de h-cobordisme, nous fait voir les objets sous un angle homotopique.
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Dans cette section, on fait le pont entre la définition topologique d’une structure linéaire

par morceaux et sa caractérisation en termes de la théorie de l’obstruction.

5.2.1 Définitions topologiques et homotopiques

On rappelle qu’une variété topologique M possède une structure linéaire par morceaux

(PL) si elle satisfait aux conditions suivantes, équivalentes entre elles :

1. M possède un atlas tUα – Rnu dont les fonctions de transition sont linéaires par

morceaux (PL).

2. M possède une triangulation dont les liens des sommets sont homéomorphes PL à

Sn´1.

Lorsque la dimension de M est plus grande ou égale à 5, ces conditions se traduisent en

termes de fibrés et d’espaces classifiants 1 des groupes suivants :

‚ PL “ lim
nÑ8

thoméomorphismes PL φ : Rn Ñ Rn, φp0q “ 0u

‚ TOP “ lim
nÑ8

thoméomorphismes φ : Rn Ñ Rn, φp0q “ 0u

Définition 5.2.1. Soit M un variété topologique et E un espace. Une projection

E
p

ÝÑ M est localement triviale s’il existe k P N tel que pour tout x P M , il existe

un voisinage Vx – Ux ˆ Rk de ipxq tel que p|Vx est la projection sur Ux Ă M .

Théorème 5.2.2 (Théorème de Kister-Mazur (Kister, 1964, Théorème 2)). Soit M

un variété topologique et E un espace. Soit une section i d’une projection E
p

ÝÑ M

localement triviale. Il existe un voisinage W de ipMq tel que p|W est un fibré localement

trivial.

Définition 5.2.3. Le fibré topologique d’une variété topologique M est le fibré obtenu

par le théorème de Kister-Mazur à partir de la projection sur la première composante

M ˆM
p

ÝÑ M et de la section ipMq “ px, xq.

1. La théorie des espaces classifiants est présentée dans Mitchell, 2001 et résumée dans Dieudonné,
1989, ch.III sections 2.E,F,G.
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Une fibre au-dessus de x P M est un voisinage Ux – txu ˆUx Ă txu ˆM homéomorphe

à Rn. Les fonctions de transition sont dans TOP .

Les énoncés 1. et 2. sont équivalents à

3. Le groupe de structure du fibré topologique de M peut être réduit au groupe PL

d’homéomorphismes linéaires par morceaux.

4. L’application classifiante τ : M Ñ BTOP du fibré TOP -principal induit par le

fibré topologique de M possède une relèvement τ̃ : M Ñ BPL pour l’application

induite par l’inclusison Bi : BPL Ñ BTOP .

BPL

M BTOP

Bi
τ̃

τ

5.2.2 Équivalence des définitions

Montrons que les énoncés 1 à 4 ci-haut sont équivalents.

p1. ñ 2.q Les homéomorphismes Uα – Rn permettent de trianguler individuellement

chaque Uα. Après subdivisions appropriées, on recolle ces triangulations locales via les

fonctions de transition linéaires par morceaux pour obtenir une triangulation globale K

de M . Soit x sommet de K. Il est contenu dans un sous-complexe dont l’intérieur est

homéomorphe à Rn, alors la fermeture de son voisinage étoilé Stpxq est homéomorphe à

une boule Bn. Par définition du lien de x, Stpxq est homéomorphe au cône du lien de x.

Stpxq étant une variété, le lien de x est une sphère Sn´1.

p2. ñ 1.q Il suffit de prendre la famille {Ux} des voisinages étoilés Stpxq de chaque

sommet x de la triangulation. En effet, les liens homéomorphes à Sn´1 donnent lieu

à des cônes homéomorphes à Bn, d’où Stpxq – Rn. Les fonctions de transition sont

l’identité, donc trivialement linéaires par morceaux.

p3. ô 4.q Par la propriété universelle de l’espace classifiantETOP Ñ BTOP , τ̃˚EPLˆPL
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TOP est isomorphe au fibré topologique de M si et seulement si τ̃ fait commuter le dia-

gramme suivant,

τ̃˚EPLˆPL TOP EPLˆPL TOP ETOP

M BPL BTOP

pτ̃˚,Idq Bi˚

τ̃

τ

Bi

où τ̃˚EPL est le pullback de τ̃ .

τ̃˚EPL EPL

M BPL

τ̃˚

τ̃

p1. ñ 3.q Les fonctions de transition PL induisent un fibré au-dessus de M dont le

groupe de structure est PL et dont les fibres sont des ouverts Ux de x. Soit PPL le fibré

PL-principal associé. Alors PPL ˆPL TOP est le fibré TOP -principal associé au fibré

topologique de M .

p3. ñ 1.q Soit N " 0 tel que M soit plongée dans RN . Il existe un voisinage ouvert

W Ă RN de M qui se rétracte sur M par r :W Ñ M . Posons TTOP le fibré topologique

deM et r˚TTOP son pullback par r ; ce dernier est homéomorphe àMˆRN (Milnor, 1964

Théorème 5.8). La réduction du groupe de structure de TTOP se transmet à r˚TTOP .

Puisque W est un ouvert de RN , il possède une structure linéaire par morceaux. Le fibré

r˚TTOP – M ˆRN ayant PL comme groupe de structure au-dessus de la variété PL W ,

il est lui-même une variété PL. Par le théorème de structure d’un produit (Théorème

5.2.4), M est aussi PL.
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5.2.3 Théorèmes de structure d’un produit et de s-cobordisme

On a besoin de dimM ě 5 pour appliquer précédemment le théorème de structure d’un

produit (Kirby et Siebenmann, 1977, Essai I, Théorème 5.1) dont la démonstration fait

appel au théorème de s-cobordisme (Kervaire, 1965). Ce dernier invoque aussi le fait

que toute variété fermée de dimension 5 et plus possède une structure CW (Kirby et

Siebenmann, 1977, Essai III, Théorème 2.1 et Quinn, 1982, Théorème 2.3.1).

Théorème 5.2.4 (Théorème de structure d’un produit, Kirby-Siebenmann, 1977). Soit

M une variété topologique de dimension plus grande ou égale à 5. Si M ˆ RN , N ě 1,

admet une structure PL, alors M admet une structure PL.

Théorème 5.2.5 (s-cobordisme, Barden, Mazur, Stallings, 1963). Soit un cobordisme

W entre les variétés PL Y et Y 1 de dimension n ě 5. Si Y ãÑ W est une équivalence

homotopique simple et Y 1 ãÑ W est une équivalence homotopique, alors W est PL-

homéomorphe à Y ˆ r0, 1s.

Définition 5.2.6. Une inclusion de complexes CW L ãÑ K est une équivalence homo-

topique simple s’il existe une suite imbriquée de complexes CW

L “ L0 Ă L1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Lk “ K

telle que

1. Li`1 “ Li Yφ e
ni où eni est une ni-cellule non incluse dans Li ;

2. Il existe une pni ´ 1q-cellule eni´1 Ă Beni telle que φpBenizeni´1q Ă Li.

En particulier, si Y est simplement connexe et Y ãÑ W est une équivalence homotopique,

cette dernière est une équivalence homotopique simple. On retrouve alors le théorème de

h-cobordisme dont la démonstration fait usage du Whitney trick pour annuler des anses

dans la décomposition en anses

Y ˆ I Ă W0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Wn`1 “ W.
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Cet outil requiert dimY ě 5 et est utilisé de façon analogue pour démontrer le théorème

du s-cobordisme.

5.2.4 Obstruction à l’existence d’une section

La condition 4. est équivalente à l’existence d’une section s :M Ñ τ˚BPL pour le carré

pullback suivant.
τ˚BPL BPL

M BTOP

Bis

τ

Nous voulons caractériser l’existence d’une telle section à l’aide de la théorie de l’obs-

truction. De façon générale, pour une fibré F Ñ E
p

ÝÑ X où X est un complexe CW

et π1pF q “ t1u, une section s : X Ñ E peut être étendue du i-squelette Xi au pi ` 1q-

squelette Xi`1 si et seulement si une certaine classe ws P H i`1pX;πipF qq est triviale.

La classe ws est obtenue de la façon suivante. Soit s section définie sur Xi. Pour une pi`

1q-cellule de X, on considère son application d’attachement g : pDi`1, Siq Ñ pXi`1, Xiq.

Soit rt une rétraction le long de gpDi`1q donnant l’homotopie g|Si » pt. Elle définit

une homotopie gt “ rtpsg|Si entre g0 “ psg|Si : Si Ñ X et l’application constante

g1 “ Si Ñ tptu Ă X. Par la propriété de relèvement des homotopies d’un fibré, il

existe un relèvement rgt de gt. Puisque p rg1pSiq “ tptu, on a rg1pSiq Ă p´1tptu “ F . On

obtient donc un élément de πipF q en prenant la classe d’homotopie de rg1. Définissons

ws : Hi`1pXi`1, Xiq Ñ πipF q comme étant l’homomorphisme associant à chaque pi`1q-

cellule la classe r rg1s pour rgt obtenue à partir de l’application d’attachement g tel que

décrit précédemment. Puisque δws “ 0 pour δ l’homomorphisme de bord en homologie

cellulaire (Hatcher, 2017, p. 100), on peut prendre sa classe en cohomologie pour obtenir

un élément ws P H i`1pX;πipF qq. Cette élément est bien défini car un relèvement rgt est

unique à homotopie près. Aussi, deux sections définies sur Xi qui sont homotopiquement

équivalentes sur Xi´1 induisent la même classe dans H i`1pX;πipF qq (Hatcher, 2017, p.
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101).

De plus, le même raisonnement nous donne une obstruction à l’unicité de l’extension

d’une section s à homotopie près. Soient s0 et s1 des extensions de s de Xi à Xi`1. Soit

la section rs de E ˆ I
pp,Idq
ÝÑ X ˆ I définie sur pX ˆ Iqi`1 par s0 sur Xi`1 ˆ t0u, s1 sur

Xi`1 ˆ t1u et s sur Xi ˆ p0, 1q. Une homotopie st entre s0 et s1 existe si et seulement

si rs s’étend à pX ˆ Iqi`2 ; c’est-à-dire si et seulement si la classe w
rs est triviale dans

H i`2pX ˆ I;πi`1pF ˆ Iqq. La formule de Künneth donne l’isomorphisme

H i`2pX ˆ I;πi`1pF ˆ Iqq –
à

k`l“i`2

HkpX;πi`1pF qq bH lpI, BI;πi`1pF qq

– H i`1pX;πi`1pF qq bH1pI, BI;πi`1pF q

– H i`1pX;πi`1pF qq b πi`1pF q

– H i`1pX;πi`1pF qq.

En particulier, une extension de s est unique à homotopie près lorsque

H i`1pX;πi`1pF qq “ 0.

Dans ce qui suit, la condition π1pF q “ t1u est respectée. Lorsque π1pF q ‰ t1u, la

situation peut être généralisée en utilisant un système de coefficients locaux (Davis et

Kirk, 2001, Section 7.10).

5.2.5 Obstruction de Kirby-Siebenmann

Appliquons la théorie de l’obstruction au fibré τ˚BPL Ñ M .

τ˚BPL BPL

M BTOP

Bis

τ

Bi a comme fibre homotopique TOP {PL : c’est aussi la fibre de τ˚BPL. Par la dis-

cussion précédente, si une section s est définie sur le i-squelette de M , elle peut-être
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étendue au pi` 1q-squelette si et seulement si la classe ws dans H i`1pM ;πipTOP {PLqq

est triviale.

Kirby et Siebenmann démontrent que TOP {PL est homotopiquement équivalent à un

espace d’Eilenberg-MacLane KpZ{2Z, 3q (Kirby et Siebenmann, 1977, Essai V, Théo-

rème 5.5).

Définition 5.2.7. Un espace d’Eilenberg-MacLane KpG,nq est un espace topologique

dont le seul groupe d’homotopie non trivial est πnpKpG,nqq – G.

Il s’ensuit que les groupes de cohomologie H i`1pM ;πipTOP {PLqq sont triviaux pour

tout i ‰ 3. On peut donc trouver une section s’étendant jusqu’au 3-squelette de M . De

plus, cette section restreinte au 2-squelette est unique à homotopie près car

H2pM ;π2pTOP {PLqq “ H2pM ; 0q “ 0.

L’obstruction à l’existence d’une section s ne dépend donc que de M . Elle est bien définie

et réside dans H4pM ;π3pTOP {PLqq “ H4pM ;Z{2Zq.

Théorème 5.2.8. Soit M une variété topologique. Il existe une classe

κpMq P H4pM ;Z{2Zq

telle que M admet une structure PL si et seulement si κpMq “ 0.

5.2.6 Obstruction de Cohen-Martin-Sato-Sullivan

Alors que l’obstruction de Kirby-Siebenmann caractérise l’existence d’un relèvement

vers BPL pour une variété topologique, l’obstruction de Cohen-Martin-Sato-Sullivan

caractérise l’existence d’un tel relèvement pour une variété d’homologie combinatoire.

Martin et Maunders (Martin et Maunder, 1971, Section 4) définissent un espace classi-

fiant EH Ñ BH pour les variétés d’homologie. De façon résumée, H est égal à lim
nÑ8

Hn

où Hn est un complexe simplicial (de Kan) pour lequel les m-simplexes sont des isomor-

phismes d’un certain type de Sn´1-fibré ∆m ˆSn´1 (dit block) . Il s’avère que le groupe
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PL est homotopiquement équivalent à un plongement dans H (Martin, 1973, Section

2). Ceci induit une fibration H{PL Ñ BPL
j

ÝÑ BH. Comme ci-haut, l’existence d’une

section de τ˚BPL Ñ M pour cette fibration réside dans l’étude de la fibre H{PL. Mar-

tin (Martin, 1973) démontre que H{PL “ KpΘH
3 , 3q , ce qui permet de conclure que

l’obstruction se trouve dans H4pM ; ΘH
3 q.

τ˚BPL BPL

M BH

Bjs

τ

Le rôle du groupe de cobordisme d’homologie ΘH
3 est mis de l’avant dans les constructions

de Cohen, Sato et Sullivan. D’abord, Sullivan (Sullivan, 1971, Exemple ii) définit une

résolution acyclique P d’une variété d’homologie combinatoire M comme étant une

application surjective f : P Ñ M où P est variété PL et f´1pxq est acyclique pour tout

x P M . Une telle résolution est obtenue à partir de M de la façon suivante, telle que

décrite par Cohen (Cohen, 1970, Section 4 ; Martin, 1973, Section 1).

Considérons le complexe pseudocellulaire (composé de cellules d’homologie) dual au com-

plexe simplicial de la triangulation de M , que nous notons M0. On cherche à construire

à partir de M0 un complexe pseudocellulaire Mn dont les cellules sont acycliques et PL.

Pour ce faire, on modifiera successivement les cellules duales Dpσq pour chaque simplexe

σ en des cellules D1pσq Ă Mn afin de construire une résolution acyclique f : Mn Ñ M0

avec fpD1pσqq “ Dpσq.

Regardons les cellules Dpσq duales à σ de dimension n´ k pour chaque k “ 0, . . . , n.

On a Dpσq “ CpLkpσqq, le cône du lien de σ. Posons σ̂ l’apex de CpLkpσqq et notons

que dimLkpσq “ n´ pn´ kq ´ 1 “ k ´ 1.

Pour k “ 0, 1, 2, 3, HpLkpσqq “ HpSk´1q implique que Lkpσq – Sk´1 et que Dpσq est

une boule. En prenant D1pσq “ Dpσq et f3 “ IdM0 , on a une résolution acyclique sur

Dpσq.
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Pour k “ 4, considérons la subdivision barycentrique M 1 de M . Lkpσ,M 1q est une

variété d’homologie combinatoire et topologique (Lemmes 4.4.7 et 4.4.8) de dimension

3. L’invariant de Kirby-Siebenmann étant trivialement nul en dimension 3, Lkpσ,M 1q est

PL. Si rLkpσ,M 1qs “ 0 dans ΘH
3 , il existe une variété acyclique PL W ayant comme bord

Lkpσ,M 1q. Soit νσ̂ un voisinage de σ̂ ayant Lkpσ,M 1q comme bord. On pose D1pσq “

Dpσqzνσ̂ YLkpσq W pour obtenir une variété M4 composée des cellules D1pσq pour les

simplexes σ de dimension n ´ 4, et des cellules Dpτq pour les autres simplexes τ . On

définit f4 : M4 Ñ M0 par f4pW q “ σ̂ et f4 “ Id ailleurs, ce qui donne un résolution

acyclique sur les Dpτq duales aux simplexes τ de dimension ě n´ 4.

Pour k “ 5, une 5-cellule dans M4, duale d’un n ´ 5 simplexe σ, a un bord composé

de 4-cellules PL construites précédemment. Ce bord, homéomorphe à Lkpσ,M4q, est

une 4-sphère d’homologie car M4 est duale à une variété d’homologie combinatoire.

Par Kervaire (Remarque, p. 49), il existe une variété acyclique PL W ayant Lkpσ,M4q

comme bord. On mime la construction précédente pour obtenir M5 avec des 5-cellules

D1pσq “ Dpσqzνσ̂ YLkpσ,M4q W et f5 une résolution acyclique sur les Dpτq duales aux

simplexes τ de dimension ě n´ 5.

Pour k “ 6, . . . , n, toute pk ´ 1q-sphère d’homologie est bord d’une variété acyclique

PL par Kervaire. Ceci permet de répéter le processus pour toutes les cellules duales et

d’obtenir une variété PL Mn. On obtient f “ fn ˝ fn´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f3 la résolution acyclique

voulue.

La seule obstruction à cette construction est l’existence d’un pn´ 4q-simplexe σ tel que

rLkpσqs ‰ 0 P ΘH
3 . En posant

cpMq “
ÿ

dimσ“n´4

rLkpσqsσ P Hn´4pM ; ΘH
3 q – H4pM ; ΘH

3 q,

on a démontré

Proposition 5.2.9. Soit M variété d’homologie combinatoire. Si cpMq “ 0 P H4pM ; ΘH
3 q,

alors il existe une résolution acyclique de M .
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Edmonds et Stern (Edmonds et Stern, 1975, Corollaire 5.3) montrent que de telles ré-

solutions sont en bijection avec les relèvements M Ñ BPL de BPL Ñ BH décrits

plus haut. Par une construction similaire à celle de Cohen, Sato (Sato, 1972, Section

4) obtient même un homéomorphisme entre M et une variété PL lorsque cpMq “ 0.

Réciproquement, une résolution acyclique f : P Ñ M induit un isomorphisme f˚ en

cohomologie pour lequel f˚pcpMqq “ cpP q ; il s’ensuit que cpMq “ 0 (Martin, 1973, p.

199).

En conclusion,

Théorème 5.2.10. Une variété d’homologie combinatoire M admet une structure PL

si et seulement si cpMq “ 0 P H4pM ; ΘH
3 q.

5.2.7 Homomorphisme de Rokhlin

Dans le cas où la variété d’homologie combinatoire M est aussi une variété topologique,

les obstructions κpMq et cpMq sont intimement liées.

L’homomorphisme de Rokhlin µ : ΘH
3 Ñ Z{2Z est défini par

µprY sq “ σpW q{8 mod 2,

où W est une variété compacte, lisse, telle que w2pW q “ 0 et qui a Y comme bord et

σpW q est la signature de W .

Remarque. Une variété dont la deuxième classe de Stiefel-Whitney est triviale est dite

spin. Les structures spin sont introduites en détail au chapitre 6.

Remarque. Toute variété de dimension 3 est bord d’une variété spin de dimension 4

(Kirby, 1989, Théorème 7.3).

Montrons que cette application est bien définie.

Soit W 1 une autre variété compacte, lisse et spin ayant Y comme bord. Alors W YY ´W 1

est une 4-variété compacte, lisse et spin. Par le théorème de Rokhlin, sa signature est
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divisible par 16. Par additivité de Novikov,

0 “ σpW YY ´W 1q{8 mod 2

“ σpW q{8 ` σp´W 1q{8 mod 2

“ σpW q{8 ´ σpW 1q{8 mod 2.

Remarque. La valeur σpW q{8 mod 2 est l’invariant de Rokhlin de la 3-variété orientée

Y . Notons que si rY s “ 0 P ΘH
3 , alors σpW q “ 0. En effet, soit W 1 un cobordisme entre

Y est S3 ; on a σpW 1q “ 0 car H2pW 1q – H2pS3q “ 0 et alors

σpW q{8 mod 2 “ σpW 1 YS3 B4q{8 mod 2

“ σpW 1q{8 ` σpB4q{8 mod 2

“ 0

Soit Y 1 un autre représentant de rY s. Y# ´ Y 1 est cobordant à S3 et est bord d’une

variété W 2 de signature 0 par la remarque précédente. De plus, W 2 est somme connexe

de W,´W 1, des variétés de bords respectifs Y,´Y 1. La signature d’une somme connexe

de 4-variétés est additive : la somme fait intervenir des 3-cellules dans les bords Y, Y 1,

ce qui ne modifie pas les deuxièmes groupes de cohomologie de W et W 1. Alors

0 “ σpW 2q{8 mod 2

“ σpW# ´W 1q{8 mod 2

“ σpW q{8 ` σp´W 1q{8 mod 2

“ σpW q{8 ´ σpW 1q{8 mod 2,

ce qui montre que µprY sq “ µprY 1sq.

L’homomorphisme de Rokhlin est surjectif car la sphère d’homologie de Poincaré est

bord d’une variété lisse et spin de signature 8 (Prop. 4.3.2). Par conséquent, il donne

lieu à la suite exacte courte suivante

0 Ñ kerµ ÝÑ ΘH
3

µ
ÝÑ Z{2Z Ñ 0
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qui induit l’exactitude de la suite suivante en homologie.

Hn´4pM ; kerµq Ñ Hn´4pM ; ΘH
3 q

µ˚
ÝÑ Hn´4pM ;Z{2Zq Ñ Hn´5pM ; kerµq

L’homomorphisme µ˚ envoie un élément
ř

rY sσn´4 P Hn´4pM ; ΘH
3 q sur l’élément

ř

µprY sqσn´4 P Hn´4pM ;Z{2Zq.

Si M est PL, l’image de l’obstruction cpMq (Section 5.2.6) est 0. Réciproquement, si

µ˚pcpMqq “ 0, alors µ˚prLkpσqsq “ 0 pour tout pn´4q-simplexe σ. Siebenmann démontre

que ceci confère à CpLkpσqq une structure PL (Siebenmann, 1970, pp. 81-82). Ainsi, les

cellules duales Dpσq – CpLkpσqq sont déjà PL : dans la construction d’une résolution

acyclique de M , il suffit de prendre D1pσq “ Dpσq pour avoir M4 “ M0 et f4 “ Id. Par

le théorème 5.2.10, on a cpMq “ 0.

En conclusion, en passant au dual en cohomologie, l’obstruction de Kirby-Siebenmann

est précisément l’image de celle de Cohen-Martin-Sato-Sullivan.

Proposition 5.2.11. Si M est une variété d’homologie combinatoire et une variété

topologique, alors κpMq “ µ˚pcpMqq.

5.3 Caractérisation de l’existence des triangulations de variétés topologiques

La théorie de l’obstruction permet de réduire le problème d’existence des triangulations

en dimension 5 et plus à un problème de basse dimension. En effet, l’existence de trian-

gulations repose sur l’étude du groupe de cobordisme d’homologie ΘH
3 .

Théorème 5.3.1 (Galewski-Stern, Matumoto, 1980). Toute variété topologique fermée

de dimension 5 et plus possède une triangulation si et seulement s’il existe un élément

rY s P ΘH
3 d’ordre 2 tel que µprY sq “ 1.
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5.3.1 Obstruction de Galewski-Stern-Matumoto

Au chapitre précédent, nous avons vu qu’une variété topologique est triangulable si et

seulement si elle est une variété d’homologie combinatoire (Lemme 4.4.6). Nous nous

intéressons donc à la fibration TOP {H Ñ BH
Bt

ÝÑ BTOP et à l’existence d’une section

de τ̃˚BH pour une application classifiante τ :M Ñ BTOP .

τ˚BH BH

M BTOP

Bts

τ

Lemme 5.3.2. TOP {H “ Kpkerµ, 4q.

Démonstration. Nous esquissons ici les grandes lignes de la démonstration. Galewski-

Stern et Matumoto montrent que le diagramme suivant est commutatif dans la catégorie

des espaces topologiques à homotopie près.

BPL BH

BTOP

Bj

Bi Bt

Il donne lieu aux inclusions BPL ãÑ MBj ãÑ ĂMBi où MBj est le cylindre d’application

de Bj et ĂMBi “ MBj YBH MBt. Elles induisent une longue suite exacte en homotopie.

¨ ¨ ¨ Ñ πn`1pĂMBi,MBjq Ñ πnpMBj , BPLq Ñ πnpĂMBi, BPLq

Ñ πnpĂMBi,MBjq Ñ πn´1pMBj , BPLq Ñ . . .

Puisque les cyclindres MBj et ĂMBi sont homotopiquement équivalents à BH et BTOP

respectivement, ces inclusions et leur composition ont les mêmes fibres homotopiques
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que les flèches correspondantes du diagramme précédent.

BPL MBj

ĂMBi

Bj

Bi Bt

Pour une fibration homotopique F Ñ A Ñ X, on a πnpX,Aq – πn´1pF q. La longue

suite exacte devient donc

¨ ¨ ¨ Ñ πnpTOP {Hq Ñ πn´1pH{PLq Ñ πn´1pTOP {PLq

Ñ πn´1pTOP {Hq Ñ πn´2pH{PLq Ñ . . .

Sachant que TOP {PL “ KpZ{2Z, 3q et H{PL “ KpΘH
3 , 3q, la suite se simplifie à

0 Ñ π4pTOP {Hq Ñ ΘH
3 Ñ Z{2Z Ñ π3pTOP {Hq Ñ 0.

Les démonstrations des égalités TOP {PL “ KpZ{2Z, 3q et H{PL “ KpΘH
3 , 3q par

Kirby-Siebenmann et Martin impliquent que la flèche ΘH
3 Ñ Z{2Z de la suite exacte

est en fait l’homomorphisme de Rokhlin µ. Ce dernier est surjectif, si bien que la suite

s’écourte pour donner

0 Ñ π4pTOP {Hq ÝÑ ΘH
3

µ
ÝÑ Z{2Z Ñ 0

et on obtient l’égalité π4pTOP {Hq “ kerµ. Ceci démontre que la fibre TOP {H est un

espace d’Eilenberg-Maclane Kpkerµ, 4q.

L’obstruction à la triangulation d’une variété topologique M se trouve donc dans le

groupe de cohomologie H5pM ; kerµq. Il s’avère que cette obstruction est l’image par

l’homomorphisme connecteur de κpMq P H4pM ;Z{2Zq dans la longue suite exacte en

cohomologie associée à la suite exacte courte précédente.
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5.3.2 Démonstration du théorème de Galewski-Stern-Matumoto

Ayant ces obstructions en main, le théorème de Galewski-Stern et Matumoto découle

maintenant d’un argument algébrique.

Démonstration. (Théorème 5.3.1) Supposons qu’il existe rY s P ΘH
3 d’ordre 2 tel que

µprY sq “ 1. L’homomorphisme α : Z{2Z Ñ ΘH
3 , αp1q “ rY s est bien défini et est une

rétraction de µ dans la suite exacte courte

0 Ñ kerµ ÝÑ ΘH
3

µ
ÝÑ Z{2Z Ñ 0,

ce qui la scinde. L’exactitude de la suite est préservée après application du foncteur

additif Hom : l’homomorphisme connecteur H4pM ;Z{2Zq Ñ H5pM ; kerµq est trivial.

L’obstruction à la triangulation est triviale pour tout M ; il en résulte que toute variété

topologique est triangulable.

Réciproquement, Galewski et Stern ont construit une variété fermée M de dimension

5 telle que Sq1κpMq ‰ 0 ; supposons-la triangulable (Galewski et Stern, 1979 et Co-

rollaire 9.2.2). Considérons θ le sous-groupe de ΘH
3 engendré par les classes des liens

des 1-simplexes de M . Ce sous-groupe est finiment engendré car on peut supposer la

triangulation de M finie vu que M est fermée. Par la classification des groupes abéliens

finiment engendrés, un générateur rW s de θ engendre un sous-groupe isomorphe soit à

Z, soit à Z{pkZ où p premier.

Supposons que ΘH
3 ne contienne aucun élément rY s P ΘH

3 d’ordre 2 tel que µprY sq “ 1.

Si un générateur rW s est tel que µprW sq “ 1 et le sous-groupe qu’il engendre est de la

forme Z{pkZ, on doit avoir que pk est un multiple de 4. En effet, pk est pair car

0 “ µppkrW sq “ pkµprW sq “ pk ¨ 1 “ pk P Z{2Z;

de plus, pk ě 3 car rW s n’est pas d’ordre 2 : les seules puissances d’un nombre premier

paires sont les puissances de 2.
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Définissons un homomorphisme γ : θ Ñ Z{4Z comme suit. Pour un générateur rW s de

θ,

γ : θ ÝÑ Z{4Z

rW s ÞÝÑ 0 si µprW sq “ 0

rW s ÞÝÑ 1 si µprW sq “ 1

Cet homomorphisme est bien défini car si µprW sq “ 1, rW s engendre un sous-groupe

isomorphe soit à Z, soit à Z{4qZ pour un q ě 1.

On obtient un diagramme commutatif

θ ΘH
3

0 Z{2Z Z{4Z Z{2Z 0

γ µ

2 r

où r est la réduction modulo 2. Il induit un diagramme commutatif en cohomologie

H4pM ; θq H4pM ; ΘH
3 q

H4pM ;Z{4Zq H4pM ;Z{2Zq H5pM ;Z{2Zq

γ˚ µ˚

r˚ Sq1

où la ligne du bas est exacte.

Soit cpMq P H4pM ; ΘH
3 q l’obstruction de Cohen-Martin-Sato-Sullivan. Les coefficients de

cpMq sont les classes des liens des 1-simplexes de M : cpMq est un élément de H4pM ; θq.

Par exactitude, on a Sq1r˚ “ 0. La commutativité donne alors

0 “ Sq1r˚γ˚cpMq “ Sq1µ˚cpMq “ Sq1κpMq,

ce qui contredit l’hypothèse Sq1κpMq ‰ 0.

La variété M de Galewski-Stern n’est pas triangulable s’il n’existe pas d’élément rY s P

ΘH
3 tel que µprY sq “ 1.

Il s’ensuit que l’existence des triangulations en dimensions 5 et plus repose entièrement

sur l’étude du groupe de cobordisme d’homologie.





CHAPITRE VI

STRUCTURES SPIN ET SPINC

Le théorème de Galewski-Stern-Matumoto recentre notre intérêt sur les variétés de di-

mension 3. Ces variétés ont la particularité d’être toutes munies de structures spin et

spinc, que nous décrivons dans le présent chapitre en se basant sur la présentation de

Friedrich, 2000.

6.1 Groupes Pinpnq et Spinpnq

Définissons les groupes Pinpnq et Spinpnq pour n ě 1.

Considérons l’algèbre de Clifford de Rn muni de la forme Qpxq “ ´
n
ř

i“1
x2i “ ´}x}2

Cn “

n
à

k“0

pRnqbk{pxb x “ ´||x||2 P Rq.

Définition 6.1.1. Le groupe Pinpnq est donné par la présentation

Pinpnq “ xSn´1 | ´ x2 “ }x}2 “ 1;xy “ ´yx, @ x K yy,

où l’opération de groupe est héritée du produit tensoriel dans Cn.

Un élément de Pinpnq s’écrit x1 . . . xm, pour 1 ď m ď n où xi P Sn´1.

Remarques. 1. La multiplication px1 . . . xmqpy1 . . . ylq dans Pinpnq correspond à x1b

¨ ¨ ¨ b xm b y1 b ¨ ¨ ¨ b yl dans Cn. Si α P R, on a α b y P R b pRnqbk – pRnqbk .

On écrit donc α b y “ αy P pRnqbk . En considérant l’élément neutre de Pinpnq
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comme 1 P R Ă Cn, dans Pinpnq, on a 1x “ x “ x1.

2. La deuxième relation dans Pinpnq vient du fait que si x K y P Sn´1 Ă Cn, alors

xy “ ´yx dans Cn : en effet,

xy ` yx “ px` yq2 ´ x2 ´ y2 “ ´||x` y||2 ` 2 “ ´2 ` 2 “ 0.

3. Z{2Z est sous-groupe de Pinpnq. En effet, pour x P Sn´1, x2 “ ´1 est involutif.

4. Posant γpx1 . . . xmq “ pxm . . . x1q et βpx1 . . . xmq “ p´x1q . . . p´xmq, on a que

γβpx1 . . . xmq est l’inverse de x1 . . . xm dans Pinpnq.

Définition 6.1.2. Le groupe Spinpnq est le sous-groupe de Pinpnq

Spinpnq “ Pinpnq X C0
n

où C0
n est la sous-algèbre de Cn invariante sous β.

Remarques. 1. Spinpnq est composé des éléments x1 . . . xm de Pinpnq où m est pair ;

Z{2Z “ t1,´1u est aussi sous-groupe de Spinpnq.

2. γpx1 . . . xmq est l’inverse de x1 . . . xm dans Spinpnq.

Les deux lemmes suivants nous seront utiles pour la résultat principal de la section

suivante.

Lemme 6.1.3. Soient y P Rn Ă Cn et x “ x1 . . . xm P Pinpnq, xi P Sn´1. Alors xyγpxq

est élément de Rn Ă Cn.

Démonstration. Montrons que x1yγpx1q “ x1yx1 est la réflexion de y le long du plan

perpendiculaire à x pour une base orthonormée e1, . . . , en de Rn où e1 “ x1. On a

x1yx1 “ e1

˜

n
ÿ

i“1

yiei

¸

e1 “

˜

´y1 ´

n
ÿ

i“2

yieie1

¸

e1 “ ´y1e1 `

n
ÿ

i“1

yiei.

Par récurrence, pour tout m, on a que x1 . . . xmyγpx1 . . . xmq est une réflexion de

x2 . . . xmyγpx2 . . . xmq P Rn. C’est bien un élément de Rn.
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Lemme 6.1.4. L’application λ : Pinpnq Ñ GLpn,Rq, λpxqpyq “ xyγpxq, est un homo-

morphisme de groupes de Lie.

Démonstration. λpxx1qpyq “ xx1yγpxx1q “ xx1yγpx1qγpxq “ λpxqλpx1qpyq

6.2 Revêtement universel de SOpnq

Dans cette section, nous démontrons le résultat suivant.

Proposition 6.2.1. λ : Spinpnq Ñ SOpnq est revêtement de degré 2 et revêtement

universel de SOpnq, pour tout n ě 3.

Lemme 6.2.2. λ : pPinpnq, Spinpnqq Ñ pOpnq, SOpnqq est surjectif.

Démonstration. Soit A P Opnq : A est une composition de réflexions A1, . . . , Am. Par

le lemme 6.1.3, A “ λpx1 . . . xmq où xi P Sn´1 vecteurs perpendiculaires aux axes de

réflexion des Ai.

Puisque λpxiq est une réflexion, detλpxiq “ ´1. Si m est pair, alors detλpx1 . . . xmq “

detpλpx1q . . . λpxmqq “ detλpx1q . . . detλpxmq “ p´1qm “ 1, d’où λpSpinpnqq Ă SOpnq.

Réciproquement, si A P SOpnq, alors detA “ 1 et A est une rotation. A est composition

d’un nombre pair de réflexions : comme ci-haut, il existe x1 . . . xm P Spinpnq tel que

A “ λpx1 . . . xmq.

Lemme 6.2.3. λ : Spinpnq Ñ SOpnq est un revêtement avec kerλ – Z{2Z.

Démonstration. Soit x P kerλ. Alors xyx´1 “ xyγpxq “ λpxqpyq “ Idpyq “ y, d’où

xy “ yx pour tout y P Rn. Alors x P ZpCnq X ZpC0
nq “ R. Les seuls éléments réels de

Spinpnq sont 1 et ´1. Réciproquement, λp1q “ 1y1 “ y et λp´1q “ ´1yp´1q “ y. On

en conlut que kerλ “ t´1, 1u – Z{2Z.

Le groupe kerλ agit librement et proprement sur Spinpnq par multiplication à gauche :

par le théorème de variété quotient, la projection Spinpnq Ñ Spinpnq{ kerλ est une
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submersion. Le premier théorème d’isomorphisme donne lieu à l’isomorphisme de groupes

de Lie Spinpnq{ kerλ – SOpnq. La surjection λ est donc une submersion par composition

d’une submersion et d’un difféomorphisme et ainsi, λ est une application ouverte. Il existe

un voisinage U de 1 P Spinpnq ne contenant pas ´1. λ|U : U Ñ λpUq P SOpnq est une

bijection car kerλ|U “ t1u. λ étant ouverte, il en est de même pour λ|U : il s’ensuit que

λ|U est homéomorphisme. Par translation, pour tout σ P SOpnq, on a σU – λpσUq Q σ

faisant de λ un revêtement de SOpnq.

Lemme 6.2.4. Spinpnq est connexe pour tout n ě 2.

Démonstration. Soit te1, e2, . . . , enu base de Rn. Posons

αptq “ pcospπt{2qe1 ` sinpπt{2qe2q ¨ pcospπt{2qe1 ` sinpπt{2qe2q.

On a || cospπt{2qe1 ˘ sinpπt{2qe2|| “
a

cospπt{2q2 ` sinpπt{2q2 “ 1, indiquant que αptq

est bien produit d’un nombre pair d’éléments de Sn´1, donc élément de Spinpnq pour

tout t. On a αp0q “ p0 ` e2qp0 ´ e2q “ 1 et αp1q “ pe1 ` 0qpe1 ´ 0q “ ´1.

Puisque SOpnq est connexe, il existe un chemin joignant λpxq et λp1q pour tout x P

Spinpnq. Puisque λ est revêtement, il en existe un relèvement αx joignant x ou ´x P

λ´1pxq à 1 P Spinpnq. Sans perte de généralité (quitte à multiplier par ´1 tout ce qui

suit), supposons que αxp0q “ x. Soit y P Spinpnq. Si αyp0q “ y, la concaténation α´1
y ˚αx

est un chemin de x à y. Si αyp0q “ ´y, la concaténation ´α´1
y ˚ α ˚ αx est le chemin

voulu.

Lemme 6.2.5. Spinpnq est simplement connexe pour tout n ě 3.

Démonstration. Par les lemmes précédents, Spinpnq est connexe et revêt doublement

SOpnq. Ce dernier a comme groupe fondamental Z{2Z lorsque n ě 3. L’image de

π1pSpinpnqq par l’homomorphisme injectif λ# : π1pSpinpnq Ñ π1pSOpnqq induit par

λ est un sous-groupe d’indice 2 dans π1pSOpnqq – Z{2Z. Il s’ensuit que π1pSpinpnqq est

le groupe trivial, unique sous-groupe d’indice 2 de Z{2Z.



71

Démonstration. (Prop. 6.2.1) Par ces lemmes, nous avons montré que Spinpnq est revê-

tement de degré 2 simplement connexe de SOpnq. Par unicité du revêtement universel

en tant que revêtement simplement connexe, nous avons démontré la proposition.

6.3 Structure spin

Le revêtement universel λ nous permet d’étudier certains espaces topologiques à travers

un fibré Spinpnq-principal. Nous définissons cette structure et en explorons des particu-

larités lorsque l’espace est une variété lisse.

6.3.1 Structure spin d’un complexe CW

Soit X un complexe CW connexe.

Définition 6.3.1. Une structure spin sur un fibré SOpnq-principal p : PSO Ñ X,n ě 3,

est la donnée d’un fibré Spinpnq-principal p1 : PSpin Ñ X et d’un revêtement de degré 2,

Λ : PSpin Ñ PSO, tels que le diagramme suivant commute,

PSpin ˆ Spinpnq PSO ˆ SOpnq

PSpin PSO

X

Λˆλ

ρ1 ρ

Λ

p1 p

où ρ1 et ρ sont les actions de groupes respectives sur PSpin et PSO.

Deux structures spin Λ1,Λ2 sont équivalentes s’il existe f Spinpnq-équivariante telle que

Λ1 “ Λ2f . On considèrera pour la suite les structures spin à équivalence près.

Soit F fibre de p et α générateur de π1pF q – π1pSOpnqq – Z{2. On peut montrer

(Friedrich, 2000, p. 36) que les structures spin sur X (à équivalence près) sont en cor-

respondance avec les sous-groupes d’indice 2 de π1pPSOq ne contenant pas i#α, où i#

est induite par l’inclusion F ãÑ PSO. Soit H un tel sous-groupe. Alors la composition
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π1pF q
i#

ÝÑ π1pPSOq
f

ÝÑ π1pPSOq{H – Z{2Z – π1pF q envoyant α sur i#pαqH est l’iden-

tité sur π1pF q. Cette correspondance mène au résultat suivant qui caractérise l’existence

d’une structure spin.

Proposition 6.3.2. Un complexe CW connexe X muni d’un fibré SOpnq-principal pos-

sède une structure spin si et seulement si la classe de Stiefel-Whitney de degré 2 du fibré

est nulle.

Démonstration. La fibration F Ñ PSO Ñ X donne lieu à la suite exacte (McCleary,

2001, Exemple 1.A)

H1pX;Z{2Zq ÝÑ H1pPSO;Z{2Zq
i˚

ÝÑ H1pF ;Z{2Zq
B

ÝÑ H2pX;Z{2Zq

On définit la classe de Stiefel-Whitney de degré 2 par w2pXq “ Bp1q.

Remarque. Cette définition est compatible avec la définition d’une classe de Stiefel-

Whitney du fibré vectoriel associé.

Par exactitude, w2pXq “ 0 si et seulement s’il existe un élément f P H1pPSO;Z{2Zq tel

que i˚f “ 1. Par naturalité de l’homomorphisme d’Hurewicz h, on a la commutativité

du diagramme suivant,

Z{2Z – π1pF q π1pPSOq π1pF q – Z{2Z

Z{2Z – H1pF ;Zq H1pPSO;Zq H1pF ;Zq – Z{2Z

i#

h

f

h h

i˚ f

qui implique que fi# est l’identité si et seulement si fi˚ est l’identité. Par le théorème

des coefficients universels, on peut voir fi˚ P HompH1pF ;Zq,Z{2Zq comme l’élément

i˚f P H1pF ;Z{2Zq.

L’existence d’un f tel que i˚f “ 1 est donnée par l’existence d’un H ď π1pPSOq ne

contenant pas l’image du générateur de π1pF q ; ce H est en correspondance avec une

structure spin.
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La dernière étape de la démonstration combinée à l’exactitude de la suite plus haut en

H1pPSO;Z{2Zq mène au corollaire suivant.

Corollaire 6.3.3. Lorsque w2pXq “ 0, les structures spin de X sont en correspondance

avec les éléments de H1pX;Z{2Zq.

6.3.2 Structure spin d’une variété lisse

Soit M une variété lisse orientée de dimension n. On considère le fibré tangent TM , pour

lequel on fixe une orientation (la variété TM étant orientée pour toute M orientée). On

considère les ensembles de repères orthonormés orientés de toutes les fibres. Ils forment

un fibré SOpnq-principal au-dessus de M .

Définition 6.3.4. Une structure spin sur une variété lisse orientée est une structure

spin sur son fibré de repères orthonormés.

Puisqu’une variété lisse est du même type homotopique qu’un complexe CW (Milnor,

1963, Théorème 3.5), la proposition 6.3.2 et la remarque donnent lieu au résultat suivant.

Proposition 6.3.5. Une variété lisse orientée M possède une structure spin si et seule-

ment si sa classe de Stiefel-Whitney de degré 2 est nulle. Si tel est le cas, les structures

spin sont en correspondance avec les éléments de H1pM ;Z{2Zq.

Corollaire 6.3.6. Toute variété orientée de dimension 3 possède une structure spin.

Démonstration. Une variété orientée Y de dimension 3 possède une trivialisation de son

fibré tangent TY – Y ˆR3 (Milnor et Stasheff, 1974, Problème 12-B). Toutes les classes

de Stiefel-Whitney de TY sont triviales (Milnor et Stasheff, 1974, Prop. 4.2).

6.4 Structure spinc

Définition 6.4.1. Le groupe Spincpnq est

Spincpnq “ Spinpnq ˆZ{2Z S
1
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où Z{2Z agit par multiplication par ´1. C’est donc dire que rpg, zqs “ rp´g,´zqs dans

Spincpnq.

Soit λ1 : Spinc Ñ SOpnq le morphisme tel que λ1prg, zsq “ λpzq, où λpzq est tel que

discuté au lemme 6.1.4. Cette application est bien définie par la proposition 6.2.1.

Définition 6.4.2 (Friedrich, 2000). Soit PSOpnqpMq le fibré des repères orthonormés

du fibré tangent d’une variété M . Une structure spinc sur la variété M est un fibré

Spincpnq-principal PSpincpnq muni d’un morphisme de fibrés Λ tel que le diagramme

suivant commute,

PSpincpnq ˆ Spincpnq PSOpnqpMq ˆ SOpnq

PSpincpnq PSOpnqpMq

Y

Λˆλ1

Λ

où les flèches verticales sont les actions respectives des groupes de structure sur les fibres.

L’équivalence entre structures spinc est analogue à celle entre structures spin (Déf. 6.3.1).

Proposition 6.4.3. Une variété spin possède toujours une structure spinc.

Démonstration. Soit rΛ : PSpin Ñ PSO une structure spin sur une variété. Définissons

les fibres pPSpincqx d’un fibré Spinc-principal par pPSpincqx “ pPSpinqx ˆZ{2Z S
1 et Λ par

Λprg, zsq “ λpzq.

Dans les chapitres qui suivent, nous alternerons entre la définition 6.4.2 et la définition

suivante d’une structure spinc sur une variété Y de dimension 3.

Définition 6.4.4 (Kronheimer et Mrowka, 2007). Une structure spinc sur Y est un fibré

hermitien S de rang 2 muni de la multiplication de Clifford

ρ : TY Ñ EndpSq
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telle qu’en chaque TyY – R3, pour toute base orthonormée te1, e2, e3u, il existe une base

orthonormée de S pour laquelle les ρpeiq s’expriment comme

σ1 “

¨

˝

i 0

0 ´i

˛

‚, σ2 “

¨

˝

0 ´1

1 0

˛

‚, σ3 “

¨

˝

0 i

i 0

˛

‚

pour i “ 1, 2, 3. S est un fibré spinoriel au-dessus de Y .

Deux structures spinc pS, ρq et pS1, ρ1q sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de

fibrés φ : S Ñ S1 tel que la base orthonormée de S1 donnant ρ1peiq “ σi est obtenue en

appliquant le changement de base φ à la base orthonormée de S donnant ρpeiq “ σi.

Proposition 6.4.5. Les définitions 6.4.2 et 6.4.4 ci-haut sont équivalentes.

Démonstration. Supposons qu’on a une structure spinc telle que décrite par la définition

6.4.2. Il suffit de constuire le fibré spinoriel associé S “ PSpincp3q ˆκ C2 où κ est l’iso-

morphisme entre l’algèbre de Clifford complexifiée de R3 muni de la forme quadratique

´x21 ´ x22 ´ x23 et EndpC2q ‘ EndpC2q (Friedrich, 2000, Prop., p. 13). En définissant la

multiplication de Clifford ρ comme la restriction de κ à R3 suivie de la projection sur la

première composante EndpC2q, on a qu’il existe une base de S telle que ρpeiq “ σi pour

i “ 1, 2, 3.

Réciproquement, supposons qu’on a une structure spinc telle que décrite par la définition

6.4.4. Alors pour une base orthonormée te1, e2, e3u de TyY , il existe une base ts1, s2u de

Sy telle que ρpeiq “ σi pour i “ 1, 2, 3.

Supposons qu’une autre base tas1`bs2, cs1`ds2u respecte cette condition pour la même

base orthonormée de TyY . Alors la matrice de changement de base A “
`

a b
c d

˘

commute

avec chaque σi, i “ 1, 2, 3. Ceci donne les relations b “ c “ 0 et a “ d. C’est donc dire

que les bases de Sy donnant ρpeiq “ σi diffèrent d’un multiple t P S1.

En considérant les bases orthonormées de S quotientées par cette action de S1, on forme

le fibré PUp2q-principal PPUp2qpSq, où PUp2q “ Up2q{S1. Nous pouvons alors définir

un morphisme de fibrés ρ̃ : PSOp3qpY q Ñ PPUp2qpSq envoyant une base orthonormée
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te1, e2, e3u P SOp3q de TyY sur la classe de bases orthonormées rts1, s2us telles que

ρpeiq “ σi. De plus, il y a un morphisme de fibrés entre le fibré PUp2qpSq des repères

orthonormaux de S et PPUp2qpSq, induit par le quotient Up2q Ñ PUp2q. Par conséquent,

on obtient le carré pullback suivant dans la catégorie des fibrés principaux au-dessus de

Y .
P pρ̃, qq PUp2qpSq

PSOp3qpY q PPUp2qpSq

q

ρ̃

(1)

Nous constatons que ρ̃ est en fait un isomorphisme. En effet, nous avons montré que ρy

est injectif. Or, SOp3q est isomorphe à PUp2q via (voir Section 6.4.1 plus bas)

PUp2q – Up2q{S1 – SUp2q{Z2 – SOp3q.

Un morphisme injectif entre deux groupes de Lie de dimension finie isomorphes est un

isomorphisme.

Dans la catégorie des groupes de Lie, nous avons le carré pullback suivant,

Spincp3q Up2q

SOp3q PUp2q

κ

λ1 q

κ̃

où κ̃ est déterminé par les trois autres flèches. Montrons que ce morphisme est injectif.

Soient A,B P SOp3q et rg, zs, rh,ws P Spincp3q tels que λ1prg, zsq “ A, λ1prh,wsq “ B.

Les définitions de λ1, κ et q et la commutativité du carré donnent lieu aux implications

suivantes,

κ̃pAq “ κ̃pBq

ùñ κ̃λ1prg, zsq “ κ̃λ1prh,wsq

ùñ qκprg, zsq “ qκprh,wsq

ùñ κprg, zsq “ t ¨ κprh,wsq, pour un t P S1

ùñ rg, zs “ rh, tws P Spincp3q – SUp2q ˆZ2 S
1
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ùñ g “ ˘h

ùñ λpgq “ λp˘hq “ λphq, car kerpλq “ Z2

ùñ λ1prg, zsq “ λ1prh,wsq

ùñ A “ B

montrant l’injectivité de κ̃. Comme plus haut, l’isomorphisme SOp3q – PUp2q fait de κ̃

un isomorphisme.

Nous avons montré que ρ̃y et κ̃ diffèrent d’un automorphisme de SOp3q. Par la propriété

universelle du pullback (voir Section 6.4.2 plus bas), nous concluons que P pp̃, qq est un

fibré Spincp3q-principal au-dessus de Y . En prenant

λ1 : λpp̃, qq Ñ PSOp3qpY q

égal à la flèche de gauche du carré (1), nous obtenons la commutativité du diagramme

de la définition 6.4.2.

Finalement, les deux notions d’équivalence entre structures spinc sont compatibles de

la façon suivante. Un isomorphisme f : PSpinc Ñ P 1
Spinc de structures spinc induit un

isomorphisme φ entre les fibrés associés S “ PSpinc ˆκ C2 et S1 “ PSpinc ˆκ1 C2, où

κ1 “ φ ˝ κ : C3 b C Ñ EndpSq Ñ EndpS1q. La restriction ρ1 “ φ ˝ ρ “ φ ˝ κ|R3 donne

la condition voulue pour l’équivalence de structures spinc au sens de la définition 6.4.4.

Réciproquement, un isomorphisme φ : S Ñ S1 de structures spinc vues comme fibrés

hermitiens induit un isomorphisme φ1 entre les PUp2q-fibrés PPUp2qpSq et PPUp2qpS
1q de

la construction ci-haut. Par unicité du pullback, les fibrés P pρ̃, qq et P pφ1 ˝ ρ̃, φ1 ˝ qq sont

isomorphes via un morphisme spinc-équivariant.

Remarque. Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une structure spinc

est d’avoir que la deuxième classe de Steifel-Whitney w2pY q est la réduction modulo 2

de la première classe de Chern c1pLq d’un fibré C-vectoriel L. Une autre définition

de structure spinc sur Y est qu’une structure spinc est un fibré C-vectoriel dont la

première classe de Chern modulo 2 est égale à w2pY q (Friedrich, 2000, pp. 48-49). Cette
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caractérisation permet de voir qu’il existe une structure spinc pour toute variété lisse de

dimension 3, puisque w2pY q “ 0 par trivialité du fibré tangent TY .

Nous terminons ce chapitre avec les détails algébriques cités dans la démonstration.

6.4.1 Isomorphisme PUp2q – SOp3q

Démonstration. On considère SUpnq ď Upnq, et ZpUpnqq “ Up1q ◁ Upnq, où

Up1q “ tdiagnpeiθq, 0 ď θ ă 2πu – S1.

SUpnq X Up1q est l’ensemble des racines n-èmes de l’unité, car detpdiagnpeiθqq “ 1 si et

seulement si eniθ “ 1. On écrit SUpnq X Up1q – Z{nZ.

Pour A P Upnq, on peut écrire

A “
A

detpAq1{n
detpAq1{nI.

On a
A

detpAq1{n
P SOpnq car det

ˆ

A

detpAq1{n

˙

“
detpAq

pdetpAq1{nqn
“ 1 et

detpAq1{nI P Up1q car detpAq P S1. C’est donc dire que SUpnqUp1q “ Upnq.

Par le deuxième théorème d’isomorphisme,

SUpnq

Z{nZ
–

SUpnq

SUpnq X Up1q
–
SUpnqUp1q

Up1q
–
Upnq

Up1q
– PUpnq.

Lorsque n “ 2, la suite exacte suivante

1 Ñ Z{2Z Ñ SUp2q – Spinp3q Ñ SOp3q Ñ 1,

donne lieu au résultat

SOp3q –
SUp2q

Z{2Z
– PUp2q.
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6.4.2 Isomorphisme de pullbacks

Dans une catégorie quelconque avec pullbacks, soient deux isomorphismes f, g : X Ñ Z

et une flèche Y Ñ Z. Nous voulons montrer que les pullbacks X ˆf Y et X ˆg Y sont

isomorphes.

Les isomorphismes f et g diffèrent d’un automorphisme h : X Ñ X ; c’est-à-dire que

g “ fh. On obtient un diagramme commutatif :

X ˆf Y Y

X Z

X Z

f

h´1

g“fh

Puisque X ˆf Y fait commuter le rectangle extérieur, par la propriété universelle du

pullback pour X ˆg Y , il existe une unique flèche X ˆf Y Ñ X ˆg Y faisant commuter

le diagramme suivant.

X ˆf Y

X X ˆg Y Y

X Z

D!

h´1

g“fh

De même, il existe une unique flèche X ˆg Y Ñ X ˆf Y faisant commuter le diagramme

suivant.
X ˆg Y

X X ˆf Y Y

X Z

D!

h

f

La composition de ces deux flèches est l’unique flèche X ˆf Y Ñ X ˆf Y faisant com-
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munter la diagramme suivant.

X ˆf Y

X ˆg Y

X ˆf Y Y

X Z

D!

f

Cette flèche ne peut être nulle autre que l’identité. Symétriquement, on aura que la

composition X ˆg Y Ñ X ˆf Y Ñ X ˆg Y est l’identité. Par conséquent, nous avons un

isomorphisme X ˆf Y – X ˆg Y .



CHAPITRE VII

HOMOLOGIE DE FLOER

Avec la notion de structure spinc en main, nous sommes fin prêtes à introduire l’homo-

logie de Floer d’une variété de dimension 3. Tout au long de ce chapitre, nous suivons

l’approche de Peter Kronheimer et Tomasz Mrowka (Kronheimer et Mrowka, 2007).

Leur version d’homologie de Floer est obtenue en étudiant les solutions aux équations de

Seiberg-Witten pour une variété de dimension 3. Nous appliquerons cette théorie à des

sphères d’homologie afin de mieux comprendre le groupe de cobordismes d’homologie

ΘH
3 . Ainsi, au cours de ce chapitre, nous admettrons des résultats qui s’avèrent triviaux

pour des sphères d’homologie. Nous citerons Kronheimer et Mrowka pour les détails se

rapportant au cas général.

Dénotons par pY, sq la variété compacte Y de dimension 3 munie d’une métrique et d’une

structure spinc s “ pS, ρq, où S est le fibré spinoriel au-dessus de Y et ρ la multiplication

de Clifford associée (Déf. 6.4.4).

Soit ∇ la connection Levi-Civita sur TY .

Remarque. A priori, les constructions impliquant ∇ dépendent de la métrique sur Y ;

elles s’avèrent équivalentes (Kronheimer et Mrowka, 2007).
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7.1 Espace affine des connexions spinc

Définition 7.1.1. Une connection unitaire B sur S est une connexion spinc si sa dérivée

covariante ∇B est telle que

∇BpρpXqψq “ ρp∇pXqqψ ` ρpXq∇Bpψq.

Une connexion B induit une connexion Bt sur le fibré en droites (complexes) S ^ S

Btpφ^ ψq “ Bpφq ^ ψ ` ψ ^Bpφq.

Deux connexions spinc B et B1 sont telles que

p∇B ´ ∇B1qpρpXqψq “ ρp∇pXqqψ ` ρpXq∇Bpψq ´ ρp∇pXqqψ ´ ρpXq∇B1pψq

“ ρpXqp∇B ´ ∇B1qpψq.

Or, ρ|TxM étant une représentation irréductible de l’algèbre de Clifford de R3, on a par

le Lemme de Schur que ∇B ´ ∇B1 est un multiple de l’identité sur chaque fibre de S.

De plus, puisque B,B1 sont unitaires, on a

xp∇X
B ´ ∇X

B1qψ,φy ` xψ, p∇X
B ´ ∇X

B1qφy

“ x∇X
Bψ,φy ` xψ,∇X

Bφy ´ x∇X
B1ψ,φy ´ xψ,∇X

B1φy

“ Xxψ,φy ´Xxψ,φy “ 0

ce qui fait de ∇X
B ´ ∇X

B1 un opérateur unitaire pour tout X P ΓpTMq.

La différence ∇B´∇B1 est donc élément de Ω1pY, tλIdS , λ P CuXUpSqq “ Ω1pY, tiλIdS , λ P

Ruq – Ω1pY, iRq.

Il s’ensuit que l’espace des connexions spinc de pY, sq, noté ApY, sq, est un espace

Ω1pY, iRq-affine.

On en déduit aussi que les connexions induites sur S^S sont des 1-formes à valeurs dans
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iR. En effet, posons ∇Btpψ^φq “ f`ig,∇B1tpψ^φq “ f 1 `ig1 où f, g, f 1, g1 P C8pY,Rq.

Alors

p∇Bt ´ ∇B1tqpψ ^ φq “ pf ´ f 1qpψ ^ φq ` ipg ´ g1qpψ ^ φq

et

p∇Bt ´ ∇B1tqpψ ^ φq “ p∇B ´ ∇B1qψ ^ φ` ψ ^ p∇B ´ ∇B1qpφq

“ iλψ ^ φ` ψ ^ iλφ

“ 2iλpψ ^ φq

pour un λ P R, si bien que f ´ f 1 “ 0. En inversant les rôles de B,B1, on obtient

f 1 ´ f “ 0, d’où f “ f 1 “ 0. En conclusion, les connexions induites sur S ^ S sont

éléments de Ω1pY, iRq.

7.2 Équations de Seiberg-Witten

Définition 7.2.1. Soit B une connection spinc sur pY, sq. L’opérateur de Dirac DB est

défini par

DB : ΓpSq
B

ÝÑ ΓpTM˚ b Sq – ΓpTM b Sq
ρ

ÝÑ ΓpSq

ψ ÞÝÑ Bpψq : x ÞÑ
ř

i
Bpψqpxqei ÞÝÑ

ř

i
ρpeiq∇ei

Bpψq

où ei, i “ 1, 2, 3 sont des coordonnées locales sur TxM .

Définition 7.2.2. Les équations de Seiberg-Witten sont

FBt ´ ρ´1p2ψ b ψ˚ ` |ψ|2I2q “ 0

DBpψq “ 0

où FBt P Ω2pY, iRq est la forme de courbure de Bt et ρ est définie sur les 2-formes par

ρpdx^ dyq “
1

2

´

ρpdxqρpdyq ´ ρpdyqρpdxq

¯

.

Une solution pB,ψq de ce système est dite réductible si ψ “ 0 et irréductible sinon.
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7.3 Action du groupe de jauge

Définition 7.3.1. Un automorphisme d’une structure spinc est un autormorphisme uni-

taire du fibré spinoriel S qui commute avec la multiplication de Clifford.

En d’autres mots, un automorphisme unitaire de fibré u : S Ñ S est un automorphisme

de structure spinc si et seulement si

ρpvqu|Sx “ u|Sxρpvq

pour tout v P TxY .

En particulier, σ1u|Sx “ u|Sxσ1 et σ2u|Sx “ u|Sxσ2. En posant u|Sx “
`

a b
c d

˘

, la première

équation donne b “ c “ 0 et la deuxième a “ d. La matrice u|Sx étant unitaire, on

a a P S1. Ainsi, les automorphismes de structure spinc peuvent être vus comme des

applications

u : Y Ñ S1.

Définition 7.3.2. Le groupe de jauge de pY, sq est l’ensemble des automorphismes de

structure spinc pour la structure s, noté

GpY, sq “ tu : Y Ñ S1u.

GpY, sq agit sur ApY, sq par pullback. Par Leibniz, on a

Bpψq “ Bpuu´1ψq “ du ¨ u´1ψ ` uBpu´1ψq.

Le terme de droite étant le pullback par u, on écrit l’action comme

u ¨B “ B ´ u´1du.

GpY, sq agit sur ΓpSq par uψpxq “ upxqψpxq, multiplication scalaire de ψpxq P C2 par

upxq P S1 Ă C.
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Fixant un point de base x0 P Y , on pose G0pY, sq “ tu P GpY, sq |upx0q “ 1u et

M “

´

ApY, sq ˆ ΓpSq

¯

{G0pY, sq.

Montrons que M est une variété. D’abord, ApY, sq et ΓpSq sont des variétés car la pre-

mière est un espace affine et la deuxième est une espace de fonctions lisses entre une

variété compacte, Y , et une autre variété, le fibré vectoriel S (Golubitsky et Guillemin,

1973, Théorème III.1.11). Leur produit est donc une variété. Ensuite, G0pY, sq agit li-

brement sur ApY, sq ˆΓpSq : en effet, B est fixé par les u P GpY, sq constants car du “ 0

et l’unique tel élément de G0pY, sq est u ” 1. L’espace M est variété lisse en vertu du

théorème de la variété quotient qui stipule qu’un quotient d’une variété lisse par une

action libre et proprement discontinue d’un groupe topologique est une variété.

7.4 Champ de vecteurs invariant

Les équations de Seiberg-Witten peuvent être vues comme le gradient d’une fonctionnelle

L : ApY, sq ˆΓpSq Ñ R de sorte que ´∇L “ 0, où ∇ indique le gradient, est équivalente

aux équations de Seiberg-Witten.

Montrons que le champ de vecteurs ´∇L, où ∇ est le gradient, est GpY, sq-invariant.

D’abord,

uψ b puψq˚ ´ |uψ|2I2 “ uuψ b ψ˚ ´ |ψ|2I2 “ ψ b ψ˚ ´ |ψ|2I2

car |u| “ 1. Ensuite,

FuBtpψ ^ φq “ ∇2
uBtpψ ^ φq

“ ∇uBtp∇uBψ ^ φ` ψ ^ ∇uBφq

“ ∇2
uBψ ^ φ` ψ ^ ∇2

uBφ` 2p∇uBψ ^ ∇uBφq

“ FuBψ ^ φ` ψ ^ FuBφ` 2p∇uBuu
´1ψ ^ ∇uBuu

´1φq

“ uFBu
´1ψ ^ φ` ψ ^ uFBu

´1φ` 2u2p∇´1
B ψ ^ ∇´1

B φq
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“ u2pFBu
´1ψ ^ φ` ψ ^ FBu

´1φ` 2p∇´1
B ψ ^ ∇´1

B φq

“ u2FBtpu´1ψ ^ u´1φq

“ u2pu´1q2FBtpψ ^ φq

“ FBtpψ ^ φq.

Finalement,

DuBpuψq “ Bpuψq ´ u´1puψqdu “ uBpψq ` duψ ´ ψdu “ uBpψq “ uDBpψq.

Dans M , ceci donne lieu à l’égalité des classes rDuBpuψqs “ ruDBpψqs “ rDBpψqs si

u P G0pY, sq. Il s’ensuit que le champ de vecteurs ´∇L induit un champ de vecteurs

r´∇Ls bien défini sur M .

7.5 Éclatement

Maintenant, on voudrait appliquer les idées de l’homologie de Morse à l’aide de r´∇Ls.

Pour ce faire, il faut des points critiques isolés ; or, si rB,ψs est point critique, les

points turB,ψs, u P GpY, squ sont aussi critiques en vertu de la GpY, sq-invariance. En

quotientant M par l’action résiduelle de GpY, sq{G0pY, sq – S1, on obtient des points

crtiques isolés, mais M{S1 n’est pas nécessairement une variété topologique. En effet, le

groupe topologique S1 n’agit pas librement car pour u P GpY, sq à valeur constante dans

S1, on a du “ 0 et alors

urB, 0s “ rB ´ u´1du, u ¨ 0s “ rB, 0s.

En fait, l’ensemble des points de M qui ont un stabilisateur non trivial est trB, 0s |B P

ApY, squ. On voudrait remplacer ce sous-ensemble de M par un ensemble de points sur

lequel S1 agit librement.

On munit ΓpSq de la norme L2 et on considère sa complétion que l’on note aussi ΓpSq.

Soit la sphère unité SpΓpSq, L2q “ tψ P ΓpSq, }ψ} “ 1u. Tout élément de ΓpSq s’écrit
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alors rψ pour un réel r ě 0 et un ψ P SpΓpSq, L2q. Cette écriture est unique pour un

élément non nul de ΓpSq. On définit l’éclatement de ApY, sq ˆ ΓpSq comme étant la

variété

ApY, sq ˆ Rě0 ˆ SpΓpSq, L2q.

Le groupe GpY, sq agit par

upB, r, ψq “ pB ´ u´1du, r, uψq

et cette action est libre. L’identification de t0u ˆ SpΓpSq, L2q donne une surjection vers

ApY, sq ˆ ΓpSq. On a donc éclaté M en une variété

Mσ “

´

ApY, sq ˆ Rě0 ˆ SpΓpSq, L2q

¯

{G0pY, sq

sur laquelle S1 agit librement. On pose

Bσ “ Mσ{S1 “

´

ApY, sq ˆ Rě0 ˆ SpΓpSq, L2q

¯

{GpY, sq,

qui est variété topologique par le théorème de variété quotient.

7.6 Champ de vecteurs éclaté

On modifie le champ de vecteurs ´∇L pour obtenir un champ de vecteurs sur ApY, sq ˆ

Rě0 ˆ SpΓpSq, L2q

p´∇LqσpB, r, ψq “

´

FBt´ρ´1p2rψbrψ˚`|rψ|2Iq, xψ,DBpψqy¨r, DBpψq´xψ,DBpψqy¨ψ
¯

,

où le produit scalaire hermitien x. , .y est induit par la norme L2. Remarquons que

xψ,DBpψqy est réel et possède des valeurs propres réelles car l’opérateur de Dirac DB

est autoadjoint (Friedrich, 2000, Prop., p. 96). De plus, p´∇Lqσ est GpY, sq-invariant

car

xuψ,DBpuψqy “ xuψ, uDBpψqy “ uuxψ,DBpψqy “ xψ,DBpψqy,

ce qui définit un champ de vecteurs rp´∇Lqσs sur Bσ.
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La théorie de Morse appliquée à Bσ avec rp´∇Lqσs permet d’étudier M car les points

critiques des champs de vecteurs rp´∇Lqσs et rp´∇Lqs sont reliés par le lemme suivant.

Lemme 7.6.1. 1. Si r ‰ 0, rB, r, ψs est point critique de rp´∇Lqσs si et seulement

si rB, rψs est point critique de rp´∇Lqs.

2. Si r “ 0, rB, 0, ψs est point critique de rp´∇Lqσs si et seulement si rB, 0s est point

critique de rp´∇Lqs et ψ est vecteur propre de DB.

Démonstration. Soit rB, r, ψs point critique de rp´∇Lqσs. Les deux champs de vecteurs

ayant une première composante identique, il suffit de vérifier queDBprψq “ 0. Supposons

que r ‰ 0. Alors xψ,DBpψqy “ 0. Il s’ensuit que 0 “ DBpψq ´ xψ,DBpψqy ¨ ψ “ DBpψq,

d’où DBprψq “ rDBpψq “ 0. Supposons que r “ 0. Alors DBprψq “ rDBpψq “ 0.

Réciproquement, si rB, rψs est point critique de rp´∇Lqs, on a 0 “ DBprψq “ rDBpψq.

Supposons que r ‰ 0. Alors DBpψq “ 0 et p´∇LqσpB, r, ψq “ 0. Supposons que r “ 0

et soit λ :M Ñ R valeur propre associée à ψ. Alors

DBpψq ´ xψ,DBpψqy ¨ ψ “ λψ ´ xψ, λψyψ “ λψ ´ λxψ,ψyψ “ 0.

7.7 Complexes de chaînes

7.7.1 Groupes de chaînes

La variété Bσ a comme bord BBσ “ trB, r, 0s | r “ 0u. On veut lui définir un analogue

à l’homologie de Morse pour une variété avec bord en considérant le champ de vecteurs

rp´∇Lqσs. On peut garantir la transversalité des variétés stables et instables en per-

turbant L en lui additionnant une fonction GpY, sq-invariante (Kronheimer et Mrowka,

2007 Prop. 12.2.5). Une telle perturbation permet aussi de donner un analogue de la

non-dégénérescence des points critiques (Kronheimer et Mrowka, 2007 chap. IV). Ces

derniers n’ont pas de Hessienne associée car rp´∇Lqσs n’est pas gradient d’une fonction

de Morse à proprement parler ; on peut en définir un analogue en prenant la dérivée du
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champ de vecteurs rp´∇Lqσs (une Hessienne étant la dérivée du gradient d’une fonc-

tion). Lorsque cet analogue est un isomorphisme en un point critique, ce dernier est alors

non dégénéré ; il en découle aussi que les points critiques non dégénérés sont isolés dans

Bσ (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 205).

Définition 7.7.1. Un point critique rB, r, ψs P intBσ est dit irréductible (en particulier

car rψ ‰ 0). Un point critique rB, 0, ψs P BBσ est dit stable si ψ est associé à une valeur

propre positive de DB et instable si ψ est associé à une valeur propre négative de DB.

Un point critique réductible rB, 0, ψs est non dégénéré si et seulement si l’opérateur DB,

dont le spectre est discret pour Y compact (Friedrich, 2000, p. 99), n’a pas zéro comme

valeur propre et ses espaces propres sont de dimension 1 (Kronheimer et Mrowka, 2007

Prop. 12.2.5).

On considère les modules suivants

Co “ Z{2Zxpoints critiques irréductiblesy

Cs “ Z{2Zxpoints critiques stablesy

Cu “ Z{2Zxpoints critiques instablesy

et on pose

qC “ Co ‘ Cs

pC “ Co ‘ Cu

C “ Cs ‘ Cu.

7.7.2 Gradation relative

En théorie de Morse appliquée à une variété de dimension finie, les points critiques ont

un indice défini comme étant le nombre de valeurs propres négatives de la Hessienne de

la fonction de Morse en ce point. Ici, notre variété Bσ est de dimension infinie : la notion

d’indice n’est donc pas forcément bien définie. On peut par contre définir une gradation
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relative entre deux points critiques a et b.

Soit d ě 0 générateur de l’image de l’application envoyant rus P H1pY,Zq à pc1pSq !

rusqrY s P Z, l’évaluation de la classe fondamentale de Y par le cup-produit c1pSq ! rus.

Définition 7.7.2. La gradation relative entre les points critiques a et b P Bσ du champ

de vecteurs rp´∇Lqσs est

grpa, bq “

$

’

&

’

%

dimMpa, bq ´ 1 mod d P Z{dZ si a stable et b instable,

dimMpa, bq mod d P Z{dZ sinon,

où Mpa, bq est l’espace de modules des trajectoires allant de a à b.

Remarque. Lorsqu’on parle de la dimension d’un espace de modules, on veut en fait

parler de sa dimension formelle. Cette dernière correspond à l’indice de l’opérateur ana-

logue à la Hessienne (Kronheimer et Mrowka, 2007, Théorème 14.4.2), qui s’avère avoir

un noyau et un conoyau de dimensions finies. L’indice est donné par la différence entre

ces dimensions. Lorsque Mpa, bq est une variété lisse, la dimension formelle correspond

à la dimension de la variété.

Dans le cas où a “ rB, 0, ψs et b “ rB, 0, φs, ces points critiques sont associés à des valeurs

propres λa ă λb de DB. Soit n le nombre de valeurs propres λ telles que λa ă λ ď λb.

On a dimMpa, bq “ 2n (Kronheimer et Mrowka, 2007, section 14.6), de sorte que

grpa, bq “

$

’

&

’

%

2n´ 1 mod d P Z{dZ si a stable et b instable,

2n mod d P Z{dZ sinon.

Le quotient par d donne la GpY, sq-invariance de cette gradation sur Bσ car une tran-

formation de jauge u P GpY, sq représente un élément de rus P H1pY,Zq ; ce qui fait de

grpa, bq une valeur bien définie pour a, b P Bσ.
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7.7.3 Opérateurs de bord

On définit les opérateurs

BA
B : CA ÝÑ CB

a ÞÝÑ
ÿ

bPCB

dimMpa,bq“0

|Mpa, bq| ¨ b

pour A parmi o, u et B parmi o, s et

B
A
B : CA ÝÑ CB

a ÞÝÑ
ÿ

bPCB

dimMBpa,bq“0

|MBpa, bq| ¨ b

pour A,B parmi u et s, oùMBpa, bq est l’espace des modules de la restriction de rp´∇Lqσs

à BBσ.

On pose

qB “

»

–

Bo
o Bu

o B
s
u

Bo
s B

s
s ` Bu

s B
s
u

fi

fl , pB “

»

–

Bo
o Bu

o

B
s
uBo

s B
u
u ` B

s
uBu

s

fi

fl , B “

»

–

B
s
s B

u
s

B
s
u B

u
u

fi

fl

Un calcul direct vérifie que qB2 “ pB2 “ B
2

“ 0 . Ceci fait de p qC,qBq, p pC,pBq, pC, Bq des

complexes de chaînes.

7.8 Homologie de Floer

Définition 7.8.1. Les homologies

~HMpY, sq, zHMpY, sq, HMpY, sq

respectivement associées à p qC,qBq, p pC,pBq, pC, Bq sont les groupes d’homologie de Seiberg-

Witten-Floer de la variété pY, sq.
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Définition 7.8.2. Les groupes

~HMpY q “
à

s

~HMpY, sq,

zHMpY q “
à

s

zHMpY, sq,

HMpY q “
à

s

HMpY, sq

sont les groupes d’homologie de Seiberg-Witten-Floer totaux de la variété Y .

7.8.1 Structure de module

Le cap-produit en homologie singulière confère aux groupes d’homologie une structure

de module sur l’anneau de cohomologie. De façon analogue, les groupes d’homologie de

Floer sont des modules pour l’anneau de cohomologie de Bσ. Cette variété est du même

type homotopique que H1pY ;Rq{H1pY ;ZqˆCP8 et elle a comme cohomologie l’anneau
Ź

H1pY ;Zq b ZrU s (Kronheimer et Mrowka, 2007, Prop. 9.7.1).

7.8.2 Longue suite exacte

Soient les applications suivantes

i : C ÝÑ qC

pa, bq ÞÝÑ p´Bu
o b, a´ Bu

s bq

j : qC ÝÑ pC

pa, bq ÞÝÑ pa,´B
s
ubq

p : pC ÝÑ C

pa, bq ÞÝÑ pBo
sa` Bu

s b, bq

qui, par calcul direct, sont des morphismes de chaînes dans le cas de i et j, et antimor-

phisme de chaînes dans le cas de p (i.e. ppB “ ´Bp).

Proposition 7.8.3. Les applications i, j, p induisent une longue suite exacte pour les
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groupes d’homologies de Seiberg-Witten-Floer.

Autrement dit, le triangle suivant est exact.

~HMpY, sq zHMpY, sq

HMpY, sq

j˚

p˚i˚

Démonstration. Nous esquissons la démonstration (Kronheimer et Mrowka, 2007, Prop.22.2.1)

en donnant les ingrédients principaux. On introduit le groupe auxiliaire E “ pC ‘ C et

les applications

e : E ÝÑ E

pa, bq ÞÝÑ ppBa, pa` Bbq

k : qC ÝÑ E

px, yq ÞÝÑ px,´B
s
uy, y, 0q

l : E ÝÑ qC

pa, b, c, dq ÞÝÑ pa´ Bu
od, c´ Bu

s dq

K : E ÝÑ E

pa, b, c, dq ÞÝÑ p0, 0, 0,´dq

On a

e2pa, bq “ ppB2a, ppBa` Bppa` Bbqq

“ p0, ppBa` Bpa` B
2
bq

“ 0,

ce qui fait de pE, eq un complexe de chaînes. La suite exacte courte de complexes C ι
ÝÑ

E
π

ÝÑ pC, où ι est l’inclusion et π la projection, induit une longue suite en homologie

dont l’homomorphisme de connexion est p˚. Cette dernière est isomorphe au triangle de

l’énoncé via l’isomorphisme HpEq – ~HMpY, sq donné par lk “ Id
qC

et kl “ IdE ` eK `
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Ke et la commutativité du diagramme

¨ ¨ ¨ ~HMpY, sq zHMpY, sq HMpY, sq ~HMpY, sq ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ HpEq zHMpY, sq HMpY, sq HpEq ¨ ¨ ¨

i˚ j˚

k˚

p˚

“

i˚

“

j˚

k˚

ι˚ π˚ p˚ ι˚ π˚

donnée par j “ πk et ki “ ι` eKι`KιB.

7.9 Homologie de Floer de sphères d’homologie

7.9.1 Solutions réductibles

Proposition 7.9.1. Soit Y une sphère d’homologie de dimension 3. Ses équations de

Seiberg-Witten possèdent une unique solution réductible à transformation de jauge près.

Démonstration. Le groupe de cohomologie H2pY ;Zq est trivial, donnant une unique

structure spinc s associée à la classe de Chern c1pSq “ 0. La forme de courbure FBt pour

une connexion B sur le fibré spinoriel S est exacte car la classe de de Rham de ´ 1
2πiFBt

est égale à c1pSq. Ainsi, FBt “ dg pour un g P Ω1pY, iRq et alors

FpB´g{2qt “ FBt ´ 2dg{2 “ dg ´ dg “ 0,

ce qui montre l’existence d’une solution réductible rB ´ g{2, 0s.

Si rB, 0s P ApY, sq ˆΓpSq est une solution aux équations de Seiberg-Witten, alors FBt “

dBt “ 0. C’est donc dire que Bt P Ω1pY, iRq représente une classe de H1pY ; iRq. Or, ce

groupe de cohomologie est trivial pour une sphère d’homologie. Par conséquent, pour

toute autre solution rB ` b, 0s, il existe une fonction f P C8pY,Rq telle que

pB ` bqt “ Bt ` 2b “ Bt ` idf.

Il s’ensuit que b “ idf{2. En posant u : Y Ñ S1, x ÞÑ eifpxq, on a

u´1dupxq “ e´ifpxqpidfpxqeifpxqq “ idfpxq “ bpxq.
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On en conclut que toutes les solutions réductibles sont équivalentes à transformation de

jauge près.

De plus, cette unique solution réductible est non dégénérée à perturbation près (Kron-

heimer et Mrowka, 2007, p. 447).

7.9.2 Groupe d’homologie HMpY q

Puisque H2pY q est trivial, Y est doté d’une unique structure spinc. Dans l’éclatement

Bσ associé à cette structure spinc, l’unique solution réductible pB, 0q donne lieu à un

ensemble de points critiques trB, 0, ψns, n P Zu, indexés de sorte que les valeurs propres

λn de DB associées aux ψn soient en ordre croissant λn ă λn`1. Les espaces de mo-

dules entre deux points critiques distincts sont de dimension paire strictement positive :

l’opérateur B est trivial et

HMpY q “ HMpY, sq “ C “ Z{2ZrU´1, U s,

où U´n représente le point critique associé à la valeur propre λn de DB.

7.9.3 Structure de module

HMpY q est un module pour l’anneau

ľ

H1pY ;Zq b ZrU s “ t0u b ZrU s “ ZrU s.

Rappelons que HkpCP8;Zq “ Z si k est positif et pair, et 0 sinon. Dans l’anneau

HpCP8;Zq “ ZrU s, Un est associé au générateur de H2npCP8;Zq “ Z. Il s’ensuit que

U agit sur HMpY q par U X U´n “ U´n`1, ce qui représente le point critique associé à

la valeur propre λn´1, soit de 2 degrés inférieurs au point critique associé à λn. L’action

de U abaisse le degré relatif de 2.
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7.9.4 Invariant de Frøyshov

Proposition 7.9.2. Le morphisme p˚ du triangle exact de la proposition 7.8.3 n’est ni

trivial, ni surjectif pour Y une sphère d’homologie.

Démonstration. Soit b ‰ 0 P Cu. Si p˚ est trivial, alors p˚pr0, bsq “ rBo
s0 ` Bu

s b, bs “

r0, bs “ 0 ce qui implique que p0, bq P Im B “ t0u, contredisant b ‰ 0.

Soit b ‰ 0 P Cs. L’image de j˚ est composée des classes ra, 0s pour tout a P Co. Par

exactitude, p˚pra, 0sq “ rBo
sa ` Bu

s 0, 0s “ rBo
sa, 0s “ 0 ce qui implique que Bo

sa “ 0 et

Im Bo
s “ t0u. Si on suppose que p˚ est surjectif, alors i˚ trivial par exactitude et on a

i˚prb, 0sq “ r´Bo
s0, b´ Bu

s 0s “ r0, bs “ 0 d’où b P Im Bo
s “ t0u, contredisant b ‰ 0.

Cette proposition garantit que le morphisme p˚ du triangle exact donne lieu à un

sous-module propre et non trivial p˚
zHMpY q dans HMpY q “ Z{2ZrU´1, U s. Les sous-

modules propres non triviaux de Z{2ZrU´1, U s sont de la forme

Uh`1Z{2ZrU s “

#

8
ÿ

n“h`1

anU
n, an “ 1 P Z{2Z pour un nombre fini de an

+

pour un h P Z.

Définition 7.9.3. Soit Y une sphère d’homologie. L’invariant de Frøyshov de Y est

l’entier h P Z tel que

p˚
zHMpY q “ Uh`1Z{2ZrU s.

L’invariant de Frøyshov est de plus invariant pour les cobordismes d’homologie, ce qui

découle du résultat suivant.

Théorème 7.9.4 (Frøyshov, 2010, Théorème 4). Soient Y, Y 1 des sphères d’homologies.

Soit W un cobordisme allant de Y à Y 1 dont la forme d’intersection est définie négative.

On a
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hpY q ě hpY 1q `
b2pW q ` c1pLq2

8
,

où L est le fibré en droites associé à une structure spinc sur W et c1pLq2 “ pc !

cqrW, BW s pour c P H2pW, BW ;Qq dont l’image est c1pLq dans la longue suite exacte de

la paire pW, BW q en cohomologie à coefficients rationnels.

Notons que c1pLq2 est bien définie car Y, Y 1 étant sphères d’homologie, on a dans la

longue suite exacte d’une paire en cohomologie

H1pBW q “ 0 ÝÑ H2pW, BW q
–

ÝÑ H2pW q ÝÑ H2pBW q “ 0.

Cet isomorphisme définit aussi la forme d’intersection

H2pW, BW ;Qq ˆH2pW ;Qq – H2pW, BW ;Qq ÝÑ Q

pα, βq ÞÝÑ α ! βprW, BW sq

Proposition 7.9.5. Soient Y, Y 1 des sphères d’homologies telles que rY s “ rY 1s P ΘH
3 .

Alors hpY q “ hpY 1q.

Démonstration. Soit W cobordisme d’homologie entre Y et Y 1. Puisque

H2pW,Y q “ H2pY q “ 0, la longue suite exacte en homologie de la paire pW,Y q donne

H2pW q “ 0. Par dualité de Poincaré, on aH2pW q “ H2pW q “ 0. La forme d’intersection

est nulle et en particulier définie négative. On applique le théorème pour lequel les termes

b2pW q et c1pLq2 sont nuls, donnant lieu à l’inégalité hpY q ě hpY 1q. En considérant le

cobordisme ´W entre Y 1 et Y , on a toujours une forme d’intersection nulle, donc définie

négative. Le théorème donne l’inégalité hpY 1q ě hpY q, d’où l’égalité hpY q “ hpY 1q.

Cet invariant possède la propriété intéressante d’être additif sous la somme connexe.

Proposition 7.9.6 (Frøyshov, 2010, Théorème 3). hpY#Y 1q “ hpY q ` hpY 1q



98

7.9.5 Gradation absolue

La valeur bien définie c1pLq2 du théorème permet de graduer de façon absolue chaque

point critique d’une sphère d’homologie, donc de voir les groupes d’homologie de Floer

comme des ZrU s-modules gradués.

On considère une variété de dimension 4 qui a Y comme bord. En lui retirant une boule

B4, on obtient un cobordisme W entre Y et B4. On suppose que t, la structure spinc de

W , se restreint à celles de Y et S3.

La théorie de Seiberg-Witten appliquée à W donne lieu à un espace de solutions éclaté

BσpW, tq et un champ de vecteurs rp´∇LW qσs analogue à ceux décrits en dimension 3

(Morgan, 1996). Les éléments de BσpW, tq se restreignent à des éléments de BσpY q ˆ

BσpS3q – BσpBW q (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 456). Soit a0 “ rB, 0, ψ0s le point

critique stable de S3 associé à la plus petite valeur propre positive de DB. On note

MW pa0, aq la composante connexe de z P BσpW, tq dont les éléments se restreignent à

pa, a0q.

Définition 7.9.7. Soit Y sphère d’homologie et soit W un cobordisme entre S3 et Y .

Le degré d’un point critique a de Y est

grpaq “ ´dimMW pa0, aq `
c1pLq2 ´ 2χpW q ´ 3σpW q

4
,

où χ est la caractéristique d’Euler et σ la signature de la forme d’intersection.

Remarque. La valeur pc1pLq2 ´ 2χpW q ´ 3σpW qq{4 est la dimension de l’espace MW

des solutions aux équations de Seiberg-Witten de dimension 4 à transformation de jauge

près si W est une variété fermée (Morgan, 1996, Théorème 6.1.1).

Proposition 7.9.8. La valeur rationnelle grpaq est bien définie : elle ne dépend pas du

cobordisme W ni du point critique z P BσpW, tq.

Démonstration. Soit W 1 un autre cobordisme entre S3 et Y et soit z1 P BσpW 1, t1q qui
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donne lieu à l’espace de modules MW 1pa0, aq. On considère la variété fermée

ĂW “ ´B4 YS3 W YY ´W 1 YS3 B4.

On prend pour acquis les résultats suivants (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 586) :

1. dimMB4pa0q “ ´1 ;

2. dimMB4pa´1q “ 0, où a´1 est le point critique stable de S3 associé à la plus

grande valeur propre négative de l’opérateur de Dirac.

On concatène les espaces de modules de chaque cobordisme de sorte à considérer la

composante connexe d’une solution sur ĂW se restreignant à pa0, a, a0q. Notons que du

côté ´B4, l’orientation inverse de S3 fait de a0 le point critique stable de S3 associé

à la plus grande valeur propre négative de l’opérateur de Dirac. L’espace de modules

considéré est MB4pa´1q. De façon similaire, dans la partie ´W 1, l’espace de modules

considéré est M´W 1pa, a´1q.

On obtient une variété de dimension

dimMB4pa´1q ` dimMW pa0, aq ` dimM´W 1pa, a´1q ` dimMB4pa0q.

Puisque les composantes connexes de l’espace de modules d’une variété fermée sont

toutes de même dimension, cette somme est égale à

c1pL
ĂW

q2 ´ 2χpĂW q ´ 3σpĂW q

4
.

L’additivité de chaque terme pour les cobordismes donne l’égalité entre dimMW pa0, aq`

dimM´W 1pa, a´1q et

c1pLW q2 ´ 2χpW q ´ 3σpW q

4
`
c1pL´W 1q2 ´ 2χp´W 1q ´ 3σp´W 1q

4
,

où dimMB4pa´1q ` dimMB4pa0q “ 0 ´ 1 “ ´1 s’annule avec

2 ¨
c1pLB4q2 ´ 2χpB4q ´ 3σpB4q

4
“ 2 ¨

0 ´ 2 ¨ 1 ´ 0

4
“ ´1

par trivialité de H2pB4, S3q.
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Soit D1 l’opérateur de Dirac associé à une solution sur ´W 1 se restreignant à pa, a´1q. La

dimension de M´W 1pa, a´1q correspond à l’indice indD1 de cet opérateur additionné à

p´χp´W q ´ σp´W 1qq{2 “ p´χpW 1q ` σpW 1qq{2 (Kronheimer et Mrowka, 2007, Lemme

25.4.2). En inversant l’orientation, ce même opérateur est associé à la solution sur W 1

se restreignant à pa0, aq. Par le théorème de l’indice d’Atiyah-Singer (Friedrich, 2000, p.

109), il est d’indice ´ indD1 lorsqu’appliqué aux sections du fibré spinoriel au-dessus de

W 1. Alors

´dimMW 1pa0, aq “ indD1 ` pχpW 1q ` σpW 1qq{2

“ dimM´W 1pa, a´1q ` χpW 1q,

ce qui mène à l’égalité

dimMW pa0, aq ` dimM´W 1pa, a´1q “ dimMW pa0, aq ´ dimMW 1pa0, aq ´ χpW 1q

“
c1pLW q2 ´ 2χpW q ´ 3σpW q

4
`
c1pL´W 1q2 ´ 2χp´W 1q ´ 3σp´W 1q

4

“
c1pLW q2 ´ 2χpW q ´ 3σpW q

4
`

´c1pLW 1q2 ´ 2χpW 1q ` 3σpW 1q

4
.

En réarrangeant les termes, on obtient l’égalité voulue entre

´dimMW pa0, aq `
c1pLW q2 ´ 2χpW q ´ 3σpW q

4

et

´dimMW 1pa0, aq `
c1pLW 1q2 ´ 2χpW 1q ´ 3σpW 1q

4
.

7.10 Homologie de Floer de la sphère

7.10.1 Solutions irréductibles

On utilise le fait que la sphère S3 admet une métrique à courbure scalaire s partout

positive et donc constante en tout point (Kobayashi et Nomizu, 1963, Note 3, Théorème

1). La formule de Lichnerowicz–Weitzenböck (Kronheimer et Mrowka, 2007, p. 93) met
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en relation les ingrédients des équations de Seiberg-Witten et la courbure scalaire :

DBpψq2 “ ∇˚
B∇Bψ ` ρFBtpψq{2 ` sψ{4.

Dans ΓpSq muni de la norme L2, si ψ est solution aux équations de Seiberg-Witten, on

a

0 “ x∇˚
B∇Bψ,ψy ` x2ψ b ψ˚pψq ´ |ψ|I2pψq, ψy{2 ` xsψ, ψy

“ x∇Bψ,∇Bψy ` |ψ|2xψ,ψy ´ |ψ|2xψ,ψy{2 ` sxψ,ψy

“ x∇Bψ,∇Bψy ` |ψ|2xψ,ψy{2 ` sxψ,ψy.

Les termes étant tous positifs ou nuls, leur somme est nulle seulement s’ils sont tous

nuls. Il s’ensuit que ψ “ 0. La sphère ne possède donc pas de solution irréductible aux

équations de Seiberg-Witten.

7.10.2 Groupes d’homologie ~HMpS3q et zHMpS3q

Les générateurs des groupes de chaînes qCpS3q et pCpS3q sont respectivement les solu-

tions réductibles stables et instables. Puisque les espaces de modules entre deux points

critiques distincts sont de dimension paire strictement positive, les opérateurs de bords

sont triviaux. Les groupes d’homologie de Floer associés à ces complexes sont

~HMpS3q “ Z{2ZrU´1, U s{UZ{2ZrU s

zHMpS3q “ UZ{2ZrU s

où les puissances de U tiennent compte de l’action de U par rapport au degré absolu tel

que décrit ci-après.

7.10.3 Gradation absolue

On calcule le degré des points critiques de S3 en employant la stratégie utilisée pour

montrer la bonne définition du degré absolu.
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Considérons le cobordisme S3 ˆ I de S3 à S3. En collant des B4 à chaque extrémité S3,

on obtient une sphère S4. Alors

dimMpa0, a0q “
c1pLS4q ´ 2χpS4q ` 3σpS4q

4
´ dimMB4pa0q ´ dimMB4pa´1q

“
0 ´ 2 ¨ 2 ` 0

4
´ p´1q ´ 0

“ 0

et

dimMpa0, a´1q “
c1pLS4q ´ 2χpS4q ` 3σpS4q

4
´ dimMB4pa´1q ´ dimMB4pa´1q

“
0 ´ 2 ¨ 2 ` 0

4
´ 0 ´ 0

“ ´1.

Avec H2pS3 ˆ Iq “ 0 et χpS3 ˆ Iq “ χpS3qχpIq “ 0, on obtient grpa0q “ 0 et grpa´1q “

´1.

Dans ~HMpS3q, le point critique a0 de degré 0 est associé à U0 et un point an de degré

2n est associé à U´n.

Dans zHMpS3q, le point critique a´1 de degré ´1 est associé à U1 et un point a´n de

degré ´2n` 1 est associé à Un.

7.10.4 Invariant de Frøyshov

Le triangle exact donne lieu à une suite exacte courte

0 ÝÑ UZ{2ZrU s
p˚

ÝÑ Z{2ZrU´1, U s
i˚

ÝÑ Z{2ZrU´1, U s{UZ{2ZrU s ÝÑ 0.

On en déduit que l’invariant de Frøyshov pour la sphère est hpS3q “ 0.
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7.11 Vers l’invariant de Manolescu

Soit Y une sphère d’homologie. Y étant cobordante à elle-même via YˆI, on a r´Y#Y s “

rS3s dans le groupe de cobordisme d’homologie. Par additivité de l’invariant de Frøyshov,

0 “ hpS3q “ hp´Y#Y q “ hp´Y q ` hpY q

si bien que l’invariant est antisymétrique pour l’orientation inverse.

Proposition 7.11.1. hp´Y q “ ´hpY q.

Si Y est une sphère d’homologie d’ordre 2 dans le groupe de corbordismes d’homologie,

alors rY s “ r´Y s et son invariant de Frøyshov est nul car

´hpY q “ hp´Y q “ hpY q.

On souhaiterait que l’invariant hpY q soit un relèvement de l’invariant de Rokhlin, mais

il ne l’est pas tout à fait.

L’hypothèse de Galewski-Stern et Matumoto sera contredite si on trouve un invariant

qui non seulement possède la propriété d’antisymétrie de l’invariant de Frøyshov, mais

qui est aussi égal à l’invariant de Rokhlin modulo 2. En effet, on aurait forcément qu’une

sphère d’homologie d’ordre 2 ne peut avoir un invariant de Rokhlin égal à 1.

C’est ce que Ciprian Manolescu parvient à faire en développant l’homologie de Floer

Pin(2)-équivariante, que nous décrivons au prochain chapitre.





CHAPITRE VIII

HOMOLOGIE DE FLOER PIN(2)-ÉQUIVARIANTE

Dans ce chapitre, nous décrivons la version Pin(2)-équivariante de l’homologie de Floer

d’une sphère d’homologie, développée pour la première fois par Ciprian Manolescu (Ma-

nolescu, 2015). C’est en utilisant la théorie de l’indice de Conley et les homologies de

Borel et de Tate qu’il parvient à extraire des invariants permettant d’étudier le groupe de

cobordimes d’homologie. Nous suivrons ici l’approche de Francesco Lin (Lin, 2018) qui se

base sur l’homologie de Seiberg-Witten-Floer que nous avons présentée dans le chapitre

précédent. Bien que nous ne traiterons que du cas particulier des sphères d’homologie,

la construction de Lin a l’avantage d’être généralisée à toute variété de dimension trois.

8.1 Équivariance Pin(2)

8.1.1 Groupe Pinp2q

Au chapitre précédent, la construction des groupes d’homologie de Floer se basait sur

l’action de S1 sur Bσ via le groupe de jauge. On revisite le groupe Pinp2q présenté au

chapitre 6 pour lequel on définira une action sur Bσ.

L’algèbre de Clifford C2 (Section 6.1) est isomorphe aux quaternions H par l’identifica-
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tion suivante, où e1, e2 est base orthonormée de R2 :

φ : C2 Ñ H
1 ÞÑ 1

e1 ÞÑ j

e2 ÞÑ ´k

e1 b e2 ÞÑ i

Cet isomorphisme φ nous donne une autre description du groupe Pinp2q, équivalente à

celle de la définition 6.1.1, mais qui sera plus utile dans le contexte qui nous intéresse.

Définition 8.1.1. Le groupe Pinp2q est le sous-groupe des quaternions

Pinp2q “ S1 Y jS1 “ ta` bi, aj ` bk P H | a2 ` b2 “ 1u.

Proposition 8.1.2. Les groupes Pinp2q de la définition 6.1.1 et de la définition 8.1.1

sont isomorphes.

Démonstration. Il suffit de montrer que l’isomorphisme φ : C2 Ñ H se restreint à un

isomorphisme pour les sous-groupes Pinp2q tels que définis en 6.1.1 et 8.1.1.

D’abord, la restriction de φ est bien définie car φpae1 ` be2q “ aj ´ bk P jS1 et

φpae1 ` be2 b ce1 ` de2q “ φp´ac´ bd` pad´ bcqe1 b e2q

“ ´ac´ bd` pad´ bcqi P S1

“ paj ´ kbqpcj ´ kdq

“ φpae1 ` be2qφpce1 ` de2q.

Ensuite, elle est surjective, car pour a`bi P S1, on a φpae1´be2b´e1q “ φpa`be1be2q “

a` bi, et pour aj ` bk P jS1, on a φpae1 ´ be2q “ aj ` bk.

Finalement, elle est injective, car les éléments de Pinp2q Ă C2 sont soit de la forme

ae1 ` be2, soit de la forme a` be1 b e2.
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8.1.2 Action de Pinp2q

Le fibré spinoriel S d’une variété Y de dimension 3 a comme fibre l’espace vectoriel C2.

En considérant la multiplication scalaire de C à droite sur H, on a un isomorphisme de

C-espaces vectoriels

C2 Ñ H – C ‘ jC

pa` bi, c` diq ÞÑ a` bi` cj ´ dk

Ce dernier permet de définir une action du quaternion j P H sur S (et donc sur ΓpSq)

par multiplication à droite sur H ; c’est-à-dire

j ¨ pa` bi, c` diq “ p´c` di, a´ biq,

ou encore

j ¨ pz, wq “ p´w, zq.

On note que j2 est la multiplication par ´1. Aussi, j´1ij “ ´i, ce qui confère une

structure quaternionique à l’espace vectoriel C2, et donc une structure quaternionique à

S.

Cette action s’étend à une action à droite de Pinp2q : soit u P S1, alors u¨pa`bi, c`diq “

upa` bi, c` diq, la multiplication scalaire, et ju ¨ pa` bi, c` diq “ upj ¨ pa` bi, c` diqq,

l’action de j suivie de la multiplication scalaire par u.

Sur l’espace des connexions ApY q, on a une action de j donnée par

j ¨B “ B

où B est la connexion induite par B sur le fibré S, conjugué complexe de S (Kobayashi,

1987, Section 1.5, p. 16). Ici aussi, l’action s’étend à une action de Pinp2q par u ¨ B “

B ´ u´1du et ju ¨B “ B ´ u´1du pour un u P S1.
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8.1.3 Structures spinc autoconjuguées

L’action de Pinp2q revêt un intérêt particulier lorsque la structure spinc sur Y est auto-

conjuguée.

Définition 8.1.3. Une structure spinc sur une variété Y de dimension 3 est autocon-

juguée lorsque son fibréspinoriel S est isomorphe au fibré conjugué S via l’application

pz, wq Ñ pz, wq.

Ainsi, l’action j ¨B “ B est une action sur ApY, sq et elle en induit une sur Bσ.

Sur Bσ, Pinp2q n’agit que via j, puisque Bσ est obtenu en quotientant par l’action de

S1 : pour u P S1, on a u ¨ rB, r, ψs “ rB, r, ψs et

ju ¨ rB, r, ψs “ j ¨ rB, r, ψs “ rB, r, j ¨ ψs.

Cette action est une involution : en effet, j2 ¨ rB, r, ψs “ rB, r,´ψs et pour ´1 P S1, on

a

´1 ¨ pB, r, ψq “ pB ´ p´1q´1dp´1q, r,´ψq “ pB, r,´ψq,

ce qui résulte en l’égalité rB, r, ψs “ rB, r,´ψs.

Elle est de plus libre, car rB, r, ψs “ rB, r, j ¨ ψs implique qu’il existe u P S1 tel que

uψ “ ψj, ce qui est absurde car u ‰ j.

Proposition 8.1.4. Toute variété de dimension 3 possède une structure spinc autocon-

juguée.

Démonstration. On considère le fibré produit S “ Y ˆ C2, qui est isomorphe à son

conjugué S puisqu’il est obtenu en complexifiant le fibré réel Y ˆR2 (Milnor et Stasheff,

1974, Lemme 15.1). Il suffit de poser (Kronheimer et Mrowka, 2007, Section 1.1)

ρy : TyY – R3 Ñ HompSy, Syq

ei ÞÑ σi
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où ei, i “ 1, 2, 3, proviennent d’une section du fibré des bases orientées de la trivialisation

TY – Y ˆR3 et σi, i “ 1, 2, 3, sont telles que données en définition 6.4.4. Ayant muni S

de la représentation ρ, on obtient une structure spinc autoconjuguée sur Y .

Proposition 8.1.5. Toute structure spinc autoconjuguée sur une variété Y de dimension

3 provient d’une structure spin.

Démonstration. Étant donné une structure spin PSpin sur M , on obtient une structure

spinc en formant le fibré

PSpinc “ PSpin ˆZ{2Z S
1.

Une telle structure spinc est toujours autoconjuguée (Morgan, 1996, p. 100). Les struc-

tures spin sont identifiées aux éléments de H1pY ;Z{2Zq et on a un diagramme commu-

tatif
H1pY ;Z{2Zq H2pY ;Zq H2pY ;Zq

tPSpinu tPSpincu

β ¨2

ˆZ{2ZS
1

–

où la ligne du haut provient de la suite de Bockstein (Gompf, 1997, Remarque (c), p.

49). Il s’ensuit que le nombre de structures spinc provenant de structures spin est égal

au nombre d’éléments dans imβ “ kerp¨2q, c’est-à-dire le nombre d’éléments d’ordre 2

de H2pY ;Zq.

D’autre part, à partir du fibré autoconjugué S0 “ Y ˆ C2, on obtient des fibrés auto-

conjuguées S en tensorisant avec des fibrés en droites autoconjugués L

S “ S0 bC L.

Ces fibrés L sont caractérisés par la propriété c1pLq “ c1pLq “ ´c1pLq (Milnor et

Stasheff, 1974, Lemme 14.9). Il existe autant de structures spinc autoconjuguées que

d’éléments c1pLq d’ordre 2 dans H2pY ;Zq.

Ainsi, le nombre de structures spinc autoconjuguées coïncide avec le nombre de struc-

tures spinc obtenues à partir de structures spin. En conclusion, toute structure spinc
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autoconjuguée est obtenue à partir d’une structure spin.

8.1.4 Espaces propres de l’opérateur de Dirac

Soit Y munie d’une structure spinc autoconjuguée. Selon le point de vue de la définition

6.4.2 d’une structure spinc, une connexion sur S est induite par la connexion de Levi-

Civita sur TY et une connexion sur le fibré en droites associé à S (Friedrich, 2000,

Chapitre 3). En prenant cette dernière comme étant la connexion invariante pour la

conjugaison complexe, on obtient une connexion B0 sur S invariante sous l’action de j.

Tel que démontré à la section 7.1, toute autre connexion spinc s’écrit B0 ` b pour un

b P Ω1pY, iRq. Il en découle que j ¨ pB0 ` bq “ B0 ` b “ B0 ´ b. On en déduit le lemme

suivant :

Lemme 8.1.6. On a l’égalité DB0`bpj ¨ ψq “ j ¨Dj¨pB0`bqpψq.

Démonstration. Pour une base locale tel, 1 ď l ď 3u, posons bpelq “ iλl, λl P R.

DB0`bpj ¨ ψq “
ÿ

l

ρpelqp∇el
B0`bqpψjq

“
ÿ

l

ρpelqp∇el
B0

` bpelqqpψjq

“
ÿ

l

ρpelq∇el
B0

pψjq ` ψjiλl

“
ÿ

l

ρpelq∇el
B0

pψqj ´ ψiλlj

“

˜

ÿ

l

ρpelq∇el
B0

pψq ´ ψiλl

¸

j

“

˜

ÿ

l

ρpelqp∇el
B0

´ bpelqqpψq

¸

j

“ j ¨Dj¨pB0`bqpψq

où la troisième ligne est obtenue par multiplication scalaire donnée à droite sur H et la

quatrième ligne est obtenue par invariance pour la conjugaison de B0 et ji “ ´ij.
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Considérons une connexion équivalente à son conjugué à jauge près ; c’est-à-dire j ¨B “

u ¨B pour un u P S1. Posons j1 “ ju´1. Alors

DBpj1 ¨ ψq “ DBpju´1 ¨ ψq

“ Du´1u¨Bpu´1ψjq

“ u´1Du¨Bpψjq

“ u´1Dj¨Bpψjq

“ u´1j ¨DBpψq, par le lemme précédent

“ j1 ¨DBpψq.

Proposition 8.1.7. Si une connexion spinc B est équivalente à jauge près à son conju-

gué, alors les espaces propres de DB ont une structure quaternionique. En particulier,

les espaces propres sont de dimension complexe paire.

Démonstration. Pour u´1 “ a` ib P S1, j1 est une structure quaternionique car

ju´1ju´1 “ jpa` ibqjpa` ibq “ pja´ kbqpja´ kbq “ ´a2 ´ b2 “ ´|u| “ ´1.

Ensuite, j1 et i anticommutent car ij1 “ iju´1 “ ´ju´1i “ ´j1i.

Nous avons montré ci-haut que DB est linéaire en j1. Étant aussi linéaire en i, il l’est

donc sur les quaternions de base 1, i, j1, ij1. Ceci implique que pour un vecteur propre ψ

associé à une valeur propre λ, les vecteurs propres iψ, j1ψ, ij1ψ sont aussi associés à λ.

Ceci confère à l’espace propre associé à λ une structure d’espace vectoriel quaternionique.

Un H-espace vectoriel est de dimension complexe paire.

8.1.5 Équations de Seiberg-Witten

On rappelle que les équations de Seiberg-Witten donnent lieu au champ de vecteurs

p´∇LqσpB, r, ψq “

´

FBt´ρ´1p2rψbrψ˚`|rψ|2Iq, xψ,DBpψqy¨r, DBpψq´xψ,DBpψqy¨ψ
¯
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sur Bσ.

Proposition 8.1.8. Soit Y une variété de dimension 3 munie d’une structure spinc

autoconjuguée. Le champ de vecteurs p´∇Lqσ est Pin(2)-équivariant.

Démonstration. Il suffit de montrer que p´∇Lqσ est j-équivariant, puisque l’action de

S1 est quotientée sur Bσ.

D’abord, fixons une connexion B0 telle que décrite en début de section . Soit pB0 `

b, r, ψq P Bσq.

Montrons l’équivariance de la première coordonnée de p´∇Lqσ.

On a Fj¨pB0`bqt “ FBt
0

´F2b “ j ¨ pFBt
0

`F2bq “ j ¨ pFpB0`bqtq, car F2b “ 2db P Ω2pY, iRq.

Pour le terme ´ρ´1p2rψb rψ˚ ` |rψ|2Iq, posons ψ “ ze1 `we2 en coordonnées locales.

Alors

2rψ b rψ˚ ´ |rψ|2I “ 2

¨

˝

|z|2´|w|2

2 zw

zw ´|z|2`|w|2

2

˛

‚,

si bien que

2rpj ¨ ψq b rpj ¨ ψ˚q ´ |rpj ¨ ψq|2I “ 2

¨

˝

|w|2´|z|2

2 ´wz

´wz ´|w|2`|z|2

2

˛

‚

“ ´p2rψ b rψ˚ ´ |rψ|2Iq.

La matrice 2rψ b rψ˚ ´ |rψ|2I étant de trace nulle, elle est identifiée par ρ´1 à une

2-forme à valeurs dans iR Ă C (Morgan, 1996, p. 56). Ceci mène à l’équivariance

ρ´1p2rpj ¨ ψq b rpj ¨ ψ˚q ´ |rpj ¨ ψq|2Iq “ ´ρ´1p2rψ b rψ˚ ´ |rψ|2Iq

“ j ¨ ρ´1p2rψ b rψ˚ ´ |rψ|2Iq.

Pour les deux autres coordonnées de p´∇Lqσ, l’équivariance découle de la conjugaison

du produit hermitien sur C2 induite par l’action de j. En effet,

xj ¨ pz1, w1q, j ¨ pz2, w2qy “ xp´w1, z1q, p´w2, z2qy



113

“ ´w1 ¨ ´w2 ` z1z2

“ xpz1, w1q, pz2, w2qy

et puisque DB est autoadjoint,

xj ¨ ψ, j ¨DBpψqy “

ż

Y
xψ,DBpψqydµ “

ż

Y
xψ,DBpψqydµ “ xψ,DBpψqy.

Il s’ensuit que xj ¨ ψ, j ¨DBpψqy ¨ r “ xψ,DBpψqy ¨ r et

DBpj ¨ ψq ´ xj ¨ ψ, j ¨DBpψqy ¨ pj ¨ ψq “ j ¨DBpψq ´ xψ,DBpψqy ¨ pj ¨ ψq

“ j ¨
`

DBpψq ´ xψ,DBpψqy ¨ ψ
˘

.

Le corollaire suivant découle immédiatement de la proposition.

Corollaire 8.1.9. Si rB, r, ψs est un point critique de p´∇Lqσ, alors j ¨ rB, r, ψs est

aussi un point critique.

8.2 Théorie de Morse-Bott

8.2.1 Groupes de chaînes

L’opérateur de Dirac DB étant linéaire sur les quaternions, la dimension complexe de

ses espaces propres est paire. Il s’ensuit que les points critiques rB, r, ψs P Bσ ne sont

pas isolés et sont donc dégénérés (Section 7.7.1). Il faut donc adapter notre construction

de l’homologie de Floer de Y . C’est ce que la théorie de Morse-Bott, qui généralise la

théorie de Morse, nous permet de faire en considérant des variétés critiques. Comme

dans le traitement de l’homologie de Seiberg-Witten-Floer (Section 7.7.1), on peut ga-

rantir la transversalité des variétés stables et instables émanant des variétés critiques en

perturbant le champ de vecteurs p´∇Lqσ (Lin, 2018, p. 31).

Les groupes de chaînes pC, qC et C ont comme générateurs des applications continues

de variétés stratifiées (décrites plus bas) vers les variétés critiques, selon que ces der-
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nières soit stables, instables ou irréductibles, de façon analogue à l’homologie de Seiberg-

Witten-Floer obtenue avec la théorie de Morse standard ; c’est-à-dire qu’en posant

Co “ Z{2Zxt∆
f

ÝÑ C, C irréductiblesuy

Cs “ Z{2Zxt∆
f

ÝÑ C, C stableuy

Cu “ Z{2Zxt∆
f

ÝÑ C, C instableuy,

on a

qC “ Co ‘ Cs

pC “ Co ‘ Cu

C “ Cs ‘ Cu.

Les applications génératrices ∆ f
ÝÑ C respectent certaines conditions (Lin, 2018, Section

3.1), dont notamment la stratification des variétés ∆ et la transversalité des f par rapport

aux applications

MpC, C1q ÝÑ C

γptq ÞÝÑ lim
tÑ´8

γptq

pour toutes variétés critiques C, C1, où MpC, C1q est l’espace de modules des trajectoires

allant de C à C1.

Les variétés ∆ sont stratifiées dans le sens où il existe des sous-variétés N i,´1 ď i ď

dim∆ telles que

∆ “ Ndim∆ Ą Ndim∆´1 Ą . . . Ą N1 Ą N0 Ą N´1 “ ∅.

Elles respectent de plus une condition combinatoire généralisant la notion de simplexe :

une strate N i est obtenue de N i´1 en ajoutant des faces de dimension i, c’est-à-dire

N izN i´1 “
ğ

M i

et chaque face M i est soit contenue dans aucune face M i`2, soit dans une face M i`2 et

exactement deux faces M i`1
1 ,M i`1

2 de M i`2.
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Les applications sont considérées à quotient près pour la relation

p∆
f

ÝÑ Cq ` p∆1 f 1

ÝÑ Cq „ p∆ \ ∆1 f\f 1

ÝÑ Cq

et ne sont pas négligeables.

Définition 8.2.1. Une application ∆
f

ÝÑ C est négligeable s’il existe

1. ∆1 f 1

ÝÑ C telle que dim∆ ă dim∆1 et fp∆q Ă f 1p∆1q

2. ∆2 f2

ÝÑ C telle que dim∆ ´ 1 ă dim∆2 et fpMdim∆´1q Ă f2p∆2q pour toute face

Mdim∆´1 de ∆.

On remarque que si toutes les variétés critiques sont de dimension nulle (donc des points),

les groupes de chaînes obtenus par l’approche de Morse-Bott décrite ci-haut et ceux

obtenus par théorie de Morse coïncident.

8.2.2 Opérateur de bord

Pour définir l’opérateur de bord, considérons un générateur ∆
f

ÝÑ C. Posons γx P

BMpC, C1q la concaténation de trajectoires

γx “ γ1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ γk

où lim
tÑ´8

γiptq P Ci et lim
tÑ`8

γiptq P Ci`1 avec C1 “ C et Ck “ C1, telle que le point de

départ de γx soit x, c’est-à-dire

lim
tÑ´8

γ1ptq “ x P fp∆q.

Posons

γ`
x “ lim

tÑ`8
γkptq,

le point d’arrivée de γx.
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On définit pour ∆
f

ÝÑ C P CA, A parmi o, u et B est parmi o, s

δABf “
ÿ

C‰C1PCB

¨

˝

fp∆q Ñ C1

fpxq ÞÑ γ`

fpxq

˛

‚.

De la même façon, on définit δAB pour A,B parmi u, s en considérant γx P BMredpC, C1q,

où MredpC, C1q est la sous-variété composée de trajectoires réductibles. Les conditions de

négligeabilité et de transversalité font de ces opérateurs des applications bien définies

(Lin, 2018, Lemme 3.2.3).

On considère aussi l’opérateur de bord singulier

δf “
ÿ

MĂ∆
face de codimension 1

f |M .

Pour A ‰ B, on pose BB
A “ δBA et B

B
A “ δ

B
A . Pour A “ B, on pose BB

A “ δ ` δBA et

B
B
A “ δ ` δ

B
A .

Finalement, on définit les opérateurs de bord pB,qB et B de façon analogue à la définition

des opérateurs en homologie de Seiberg-Witten-Floer standard (Section 7.7.3).

8.3 Homologie Pin(2)-équivariante

8.3.1 Complexe de chaînes

L’élément j P H agit sur un générateur f par composition de f suivi de l’action de j sur

Bσ.
j ¨ f : ∆

f
ÝÑ C Ă Bσ j

ÝÑ j ¨ C Ă Bσ

x ÞÝÑ fpxq “ rB, r, ψs ÞÝÑ rB, r, ψjs
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Montrons que le carré suivant est commutatif pour A parmi o, u et B est parmi o, s.

CA CB

CA CB

BA
B

j j

BA
B

Le champ de vecteurs rp´∇Lqσs est j-invariant : en effet, si γ est une trajectoire asso-

ciée à rp´∇Lqσs, alors j ¨ γ l’est aussi. Ainsi, pour f P CA, la composante de BA
Bj ¨ f

correspondant à la variété critique C1 est

fp∆q Ñ C1

fpxq ÞÑ γ`

j¨fpxq

En contre partie, la concaténation γj¨fpxq “ γ1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ γk est telle que lim
tÑ´8

γ1 “ j ¨ fpxq.

En multipliant par j, on obtient une concaténation j ¨ γj¨fpxq “ j ¨ γ1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ jγk telle que

lim
tÑ´8

jγ1 “ j2 ¨ fpxq “ fpxq. On peut alors écrire γfpxq “ j ¨ γj¨fpxq. L’action de j étant

une involution, on a j ¨ γfpxq “ γj¨fpxq. La composante de jBA
Bf correspondant à C1 est

fp∆q Ñ C1

fpxq ÞÑ jγ`

fpxq
“ γ`

j¨fpxq

ce qui montre bien que jBA
B “ BA

Bj.

De même, j ¨ B
A
B “ B

A
Bj pour A,B parmi u, s.

Posons

pCAqinv “ tf P CA | j ¨ f “ fu

l’ensemble des chaînes invariantes de CA sous l’action de j et donc sous celle de Pinp2q,

pour A parmi o, u, s. Soit f P pCAqinv. On a

j ¨ BA
Bf “ BA

Bj ¨ f “ BA
Bf,

et de même pour B
A
B. C’est donc dire que BA

Bf, B
A
Bf P pCBqinv et qu’on peut former les

complexes de chaînes

p qC inv “ pCoqinv ‘ pCsqinv,qBq
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p pC inv “ pCoqinv ‘ pCuqinv,pBq

pC
inv

“ pCsqinv ‘ pCuqinv, Bq.

8.3.2 Groupes d’homologie Pin(2)-équivariants

Définition 8.3.1. Les homologies

}HSpY, sq, yHSpY, sq, HSpY, sq

respectivement associées à p qC inv,qBq, p pC inv,pBq, pC
inv
, Bq sont les groupes d’homologie de

Floer Pin(2)-équivariants de la variété pY, sq, où s est une structure Spinc autoconjuguée.

8.3.3 Structure de module

En homologie de Floer obtenue par théorie de Morse, l’anneau ZrU s apparaît en tant

qu’anneau de cohomologie de CP8, espace classifiant de S1 dont l’action définit Bσ.

Dans le cas Pin(2)-équivariant, l’action est donnée par le groupe Pinp2q et son anneau

de cohomologie est

H˚pBPinp2q;Z{2Zq “ Z{2ZrQ,V s{xQ3y.

Ce dernier peut être calculé à partir de la fibration

Pinp2q ãÑ SUp2q Ñ RP 2

où la première flèche est l’inclusion et la deuxième flèche est la composition de la fibra-

tion de Hopf SUp2q – S3 Ñ S2 et du quotient S2 Ñ RP 2. Le résultat est alors ob-

tenu grâce à la suite spectrale de Serre sachant que H˚pRP 2;Z{2Zq “ Z{2ZrQs{xQ3y et

H˚pBSUp2q;Z{2Zq “ H˚pHP8;Z{2Zq “ Z{2ZrV s, où V est le générateur de

H4pHP8;Z{2Zq “ Z{2Z (Manolescu, 2015, p. 5).

Comme c’était le cas pour la structure de Z{2ZrU s-module des groupes d’homologie

de Floer du chapitre précédent, un analogue du cap-produit (Lin, 2018, Sections 4.3



119

et 5.3) permet de considérer les groupes d’homologies Pin(2)-équivariants comme des

Z{2ZrQ,V s{xQ3y-modules.

8.3.4 Longue suite exacte

On définit des applications i, j, p analogues à celles de la section 7.8.2 dans le contexte

Morse-Bott, pour lesquelles pB,qB et B sont telles de décrits en fin de section 8.2 (ici,

on distingue l’application j de l’action du quaternion j). La même démonstration que

celle de la proposition 7.8.3 donne lieu à une longue suite exacte en homologie Pin(2)-

équivariante.

Proposition 8.3.2. Les applications i, j, p induisent une longue suite exacte pour les

groupes d’homologies de Floer Pin(2)-équivariants.

Autrement dit, le triangle suivant est exact.

}HSpY, sq yHSpY, sq

HSpY, sq

j˚

p˚i˚

8.4 Homologie Pin(2)-équivariante de sphères d’homologie

8.4.1 Variétés critiques

D’abord, on rappelle qu’une sphère d’homologie Y possède une unique structure Spinc

car H2pY ;Zq “ 0. Cette unique structure est autoconjuguée en vertu de la proposition

8.1.4.

Par la proposition 7.9.1, les équations de Seiberg-Witten possèdent une unique solution

réductible rB, 0s. Soit B0 la connexion de base induite par la structure spin de Y . Posons

B “ B0 `b. En vertu de la proposition 8.1.8, j ¨ rB, 0s “ rB0 ´b, 0s est aussi une solution
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aux équations de Seiberg-Witten. L’unicité de cette solution implique qu’il existe u P S1

tel que B0 ´ b “ B0 ` b´ u´1du et donc que 2b “ u´1du. Il s’ensuit que

0 “ FpB0`bqt “ FBt
0

` F2b “ FBt
0

` 2dpu´1duq “ FBt
0
,

ce qui montre que rB0, 0s est aussi une solution et que B est équivalent à jauge près à

B0.

Par la proposition 8.1.7, chaque valeur propre λn deDB correspond à un espace propre de

dimension paire complexe. Dans le contexte de l’homologie de Floer obtenue par théorie

de Morse standard, on pouvait trouver une perturbation des équations qui garantissait

l’unidimensionalité des espaces propres. De façon analogue, il existe une perturbation

j-équivariante aux équations de Seiberg-Witten faisant des espaces propres de DB des

espaces de dimension 2 complexe (Lin, 2018, Théorème 2.6).

Dans l’éclatement Bσ, chaque valeur propre correspond à la sphère S3 dans un espace

propre C2, quotientée par l’action de multiplication par S1, si bien que les variétés

critiques considérées pour les complexes de chaînes sont homéomorphes à des sphères

S2.

8.4.2 Groupe d’homologie HSpY q

Une gradation relative entre variétés critiques permet de filtrer C inv en fixant une va-

riété de base C0 correspondant à la plus petite valeur propre positive λ0 de DB. De

façon analogue à la gradation en homologie de Seiberg-Witten-Floer, cette gradation

fait intervenir l’indice d’un opérateur faisant office de Hessienne (Lin, 2018, Définition

3.6). Soit C une variété critique associée à une valeur propre λ et soit n le nombre de

valeurs propres λ1 telles que λ ă λ1 ď λ0 ou λ0 ă λ1 ď λ selon que λ soit négatif ou

positif. On a

grpC, C0q “

$

’

&

’

%

´2n´ 1 si λ ă 0,

2n si λ ě 0.
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En posant

Fk “
à

jďk

C inv
j

où C inv
j est le sous-ensemble de C inv engendré par les chaînes Pin(2)-invariantes dont le

codomaine est une variété critique C telle que grpC, C0q “ j, on obtient une filtration de

C
inv indicée par k P Z.

La suite spectrale (Davis et Kirk, 2001, Chapitre 9) associée à cette filtration munie de

l’opérateur B restreint aux C inv
j donne

HSpY q “
à

k

HpFk{Fk´1;Z{2Zq

“
à

k

HppC inv
k , Bq;Z{2Zq

“
à

k

HppC inv
k , δq;Z{2Zq.

La dernière égalité est obtenue en observant que suite au quotient, la seule entrée non

triviale de la représentation matricielle de B est l’une des entrées diagonales B
u
u ou B

u
u,

selon que la variété critique définissant C inv
k est stable ou instable. De plus, B

u
u “ B

u
u “ δ

suite au quotient.

Considérons l’homéomorphisme C – S2. L’action de j P H sur C Ă Bσ est une involution

libre (Section 8.1.2) ; elle se traduit en l’action antipodale sur S2, l’unique involution

libre sur S2. Une chaîne à valeurs dans S2 invariante sous l’action antipodale définit

une chaîne à valeurs dans RP 2 par composition avec le quotient par l’action antipodale.

Réciproquement, une chaîne à valeurs dans RP 2 possède deux relèvements vers S2 :

leur somme est une chaîne invariante à valeurs dans S2. Ainsi, l’homologie du complexe

pC inv
k , δq est isomorphe à l’homologie de RP 2, ce qui permet de conclure que

HSpY q “
à

k

HpRP 2;Z{2Zq

–
à

k

Z{2ZrQs{xQ3y

– Z{2ZrV ´1, V,Qs{xQ3y
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8.4.3 Gradation absolue

À l’instar de l’homologie de Seiberg-Witten-Floer, on peut définir une gradation absolue

pour les générateurs des groupes d’homologie Pin(2)-équivariants.

Définition 8.4.1. Soit Y sphère d’homologie et soit W un cobordisme entre S3 et Y .

Le degré d’une chaîne η à valeurs dans une variété critique C de Y est

grpηq “ ´dimMW pC0, Cq ` 2 ` dim η `
c1pLq2 ´ 2χpW q ´ 3σpW q

4

où MW pC0, Cq est définie de façon analogue à MW pa0, aq en section 7.9.5, pour C0 la

variété critique de S3 associée à la plus petite valeur propre positive.

De façon générale, pour Y une variété de dimension 3 quelconque, on a (Lin, 2018, Prop.

3.6.5 et Théorème 5.5.5)

dimMW pC0, Cq ´ dimpCq “ indD ´
χpW q ` σpW q ´ b1pY q

2

où D est l’opérateur de Dirac associé à la variété critique de W se restreignant à C0 et

C.

Lorsque Y est sphère d’homologie, on a dimpCq “ 2 et b1pY q “ 0, de sorte que

grpηq “ ´ indD ` dim η `
c1pLq2 ` σpW q

4
.

Définition 8.4.2. Soit QiV j P HSpY q. Ce générateur correspond à un élément rηs P

HppC inv
k , δq;Z{2Zq représenté par une chaîne η à valeurs dans la variété critique C telle

que grpC, C0q “ k, où C0 est la variété critique de Y associée à la plus petite valeur propre

positive. Le degré de QiV j est

grpQiV jq “ grprηsq “ grpηq.

Cette valeur ne dépend pas du choix de représentant η, car un autre représentant sera

de même dimension et prendra aussi valeur dans C.



CHAPITRE IX

NON-TRIANGULATION EN DIMENSIONS 5 ET PLUS

9.1 Invariants de Manolescu

Les sous-modules propres non triviaux des modules QiZ{2ZrV ´1, V s ď HSpY q, i “

0, 1, 2 pour l’anneau Z{2ZrV,Qs{xQ3y sont de la forme QiV hiZ{2ZrV s pour des hi P Z.

Par une démonstration analogue à celle de la proposition 7.9.2, on obtient que p˚ :

yHSpY q Ñ HSpY q n’est ni trivial, ni surjectif pour Y une sphère d’homologie. C’est

donc dire que

p˚
yHSpY q “

2
à

i“0

QiV hiZ{2ZrV s

pour des hi P Z.

Définition 9.1.1. Les invariants de Manolescu d’une sphère d’homologie Y sont donnés

par

αpY q “
grpQ2V h2q

2
, βpY q “

grpQV h1q ´ 1

2
, γpY q “

grpV h0q ´ 2

2
.

Ces invariants sont analogues à celui de Frøyshov pour l’homologie de Seiberg-Witten-

Floer. En effet, on avait hpY q “ ´ grpUhpY qq{2.

Ce sont des invariants sous cobordismes d’homologie en vertu de la propriété suivante,

analogue à celle de la proposition 7.9.4.

Proposition 9.1.2 (Lin, 2018, Théorème 5.5). Soient Y, Y 1 des sphères d’homologies.

Soit W un cobordisme allant de Y à Y 1 dont la forme d’intersection est définie négative.
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On a

αpY q ě αpY 1q ` b2pW q{8,

βpY q ě βpY 1q ` b2pW q{8,

γpY q ě γpY 1q ` b2pW q{8.

Si W est cobordisme d’homologie, alors sa forme d’intersection est définie négative et

b2pW q “ 0 donne l’inégalité entre les invariants de Y et ceux de Y 1. Tel que raisonné

pour la proposition 7.9.5, le cobordisme ´W donne les inégalités inverses. Les invariants

de Manolescu sont bien invariants de cobordismes d’homologie.

De plus, de façon analogue à l’invariant de Frøyshov, ils présentent une antisymétrie

pour l’orientation inverse (Lin, 2018, Théorème 5.5)

αp´Y q “ ´γpY q

βp´Y q “ ´βpY q

γp´Y q “ ´αpY q

La propriété clé des invariants de Manolescu est le fait qu’ils sont des relèvements de

Z{2Z à Z de l’invariant de Rokhlin.

Proposition 9.1.3. µpY q ” αpY q ” βpY q ” γpY q mod 2.

Démonstration. Montrons le résultat pour β. L’argument est identique pour α et γ. Soit

rηs la classe d’une chaîne dans C correspondant à QV h1 P HSpY q. Cet élément est

l’image par p˚ de l’élément de degré minimal dans yHSpY q : par définition du degré, il

est représenté par une chaîne de dimension 0. Par définition de p˚ (Lin, 2018, Prop. 2.7),

rηs est aussi une chaîne de dimension 0.

Soit D l’opérateur de Dirac correspondant à la variété critique codomaine de η. Puisque
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D est linéaire sur les quaternions, son indice réel est un multiple de 4. Alors

grpηq ” ´ indD ` dim η `
c1pLq2 ` σpW q

4
mod 4 ”

c1pLq2 ´ σpW q

4
mod 4

Soit W “ X Y B4, ayant Y comme bord. On suppose avoir choisi X de sorte que W

soit munie d’une structure spin (voir la remarque de la section 5.2.7). La structure spinc

associée à cette structure spin est autoconjugée, d’où c1pLq “ c1pLq “ ´c1pLq. Cette

classe est d’ordre 2 dans H2pX;Zq ; elle s’avère triviale dans H2pX;Qq. Par conséquent,

βpY q “ grrηsq ” ´
σpXq

4
mod 4

ce qui entraîne

βpY q mod 2 ” ´
σpXq

8
mod 2 “ µpY q

9.2 Existence de variétés non triangulables en dimensions 5 et plus

Théorème 9.2.1 (Manolescu, 2013). Il existe des variétés non triangulables de dimen-

sion 5 et plus.

Démonstration. Soit Y sphère d’homologie dont l’invariant de Rokhlin est µpY q “ 1. Si

rY s est d’ordre 2 dans le groupe de cobordisme d’homologie ΘH
3 , alors rY s “ r´Y s et

on a

βpY q “ βp´Y q “ ´βpY q,

d’où βpY q “ 0. Ceci contredit le fait que µpY q “ 1 car βpY q mod 2 “ ´µpY q.

Il n’existe donc pas de d’élément d’ordre 2 dans ΘH
3 dont l’invariant de Rokhlin est 1.

Par le théorème de Galewski-Stern et Matumoto, il existe des variétés non triangulables

en dimension 5 et plus.

En particulier, la variété M de Galewski-Stern de dimension 5 telle que Sq1κpMq ‰ 0

n’est pas triangulable.
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Corollaire 9.2.2. Pour toute dimension n ě 5, il existe une variété de dimension n

non triangulable.

Démonstration. D’abord, on résume la construction de la variété de Galewski-Stern de

dimension 5 (Galewski et Stern, 1979). On construit X “ P YΣCpΣq, où P est la variété

ayant comme bord la sphère de Poincaré Σ (Prop. 4.3.2) et CpΣq est le cône de Σ. On

attache une 1-anse D3ˆr0, 1s renversant l’orientation à Σˆr0, 1s Ă Xˆr0, 1s. Ceci donne

une composante de bord Σ#Σ à laquelle on colle son cône, résultant en une 4-sphère

d’homologie à laquelle on colle une fois de plus son cône. Posons Q l’espace résultant. Il

existe une variété V séparant BQ ˆ r0, 1s en deux composantes. On considère l’une de

ces composantes U et on pose

M5 “ QYBQ U YV W,

où W est une variété de dimension 5 ayant V comme bord. L’obstruction de Kirby-

Siebenmann κpM5q a un dual représenté par la sous-variété L “ y ˚ pxˆ r0, 1sq Ă Q, où

x et y sont les points cône de CpΣq et CpΣ#Σq respectivement. Ceci découle du fait que

MzL est PL par construction. De plus, le dual en homologie de w1pM5q|Q est représenté

par X ˆ t1{2u. Ainsi,

Sq1κpM5q|Q “ w1pM5q|Q ! κpM5q “ rX ˆ t1{2us ¨ rLs ‰ 0,

où ¨ indique le nombre d’intersection, qui par construction n’est pas nul. La restriction

Sq1κpM5q|Q n’étant pas nulle, Sq1κpM5q elle-même n’est pas nulle.

Maintenant, considérons M6 “ M5 ˆ S1. Par le théorème de structure d’un produit

(Théorème 5.2.4), la variété LˆS1 n’est pas PL si L ne l’est pas : elle représente le dual

de κpM6q. Alors Sq1κpM6q ‰ 0 car

Sq1κpM6q|QˆS1 “ rX ˆ t1{2u ˆ S1s ¨ rLˆ S1s ‰ 0.

Soit Mn “ M5 ˆ Tn´5 “ Mn´1 ˆ S1, n ě 6. Par récurrence, on a Sq1κpMnq ‰ 0 pour

tout n ě 6. En conséquence du théorème 9.2.1 et de la démonstration du théorème 5.3.1,

les variétés Mn ne sont pas triangulables.



CONCLUSION

La question d’existence d’une triangulation soulève naturellement celle d’unicité, que

nous n’avons pas abordée dans ce mémoire. Deux triangulations K1 et K2 sont équiva-

lentes s’il existe des subdivisions K 1
1 et K 1

2 et un homéomorphisme PL K 1
1 – K 1

2. La

Hauptvermutung – la conjecture principale – demande si toutes les triangulations d’une

variété triangulable sont équivalentes entre elles. En dimension 2, le théorème de Radó

et la classification des surfaces impliquent l’unicité de la structure simpliciale. Moise

démontre que la Hauptvermutung est vraie en dimension 3 en utilisant des techniques

similaires à celles présentées au chapitre 3 (Moise, 1952, Théorème 36.2). Larry Sieben-

mann réfute la Hauptvermutung en dimensions 4 et plus en donnant un contre-exemple

constructif (Kirby et Siebenmann, 1977, Annexe C, Section 2) et qualifie au passage la

Hauptvermutung de « catastrophe généralisée » !

Bien que ce soit en dimension 4 que tombent l’existence et l’unicité d’une triangulation,

nous avons vu que c’est en dimension 3, à travers le groupe de cobordisme d’homologie

ΘH
3 , que la structure combinatoire d’une variété se dévoile. Ainsi, on peut s’attendre à

ce que les techniques développées pour l’étude de ΘH
3 soient utiles à l’étude des variétés

de dimension 3 en général. Des avancées ont été faites en ce sens dans les dernières an-

nées. Par exemple, Francesco Lin établit un triangle exact pour les groupes d’homologie

Pin(2)-équivariants de variétés obtenues l’une de l’autre par chirurgie de Dehn (Lin,

2017, Théorème 1). Puis, Matthew Stoffregen calcule les invariants de Manolescu pour

les sphères d’homologie de Seifert et leurs sommes connexes (Stoffregen, 2020, Théorèmes

1.2.1 et 1.3.4). Lin et Stoffregen démontrent indépendamment qu’il existe des sphères

d’homologie qui ne sont pas cobordantes à un espace fibré de Seifert (Lin, 2017, p. 5 ;

Stoffregen, 2020, Corollaire 1.2.11).

Une version plus maniable d’homologie de Floer est l’homologie de Heegaard Floer, dé-
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veloppée par Zoltán Szabó et Peter Ozsváth (Ozsváth et Szabó, 2006). Elle s’avère iso-

morphe à l’homologie de Floer version Seiberg-Witten (Kutluhan et al., 2010, Théorème

principal, p. 2830). En particulier, l’invariant de Frøyshov que nous avons défini pour

cette dernière a comme équivalent l’invariant d dans la version Heegaard Floer. Il est

donc attendu que la version Pin(2)-équivariante et les invariants α, β, γ de Manolescu

puissent être décrits en termes d’homologie de Heegaard Floer. Un tel point de vue serait

souhaité afin de combiner la calculabilité de la version Heegaard Floer à l’information

tirée de l’involution de l’action de Pinp2q. C’est dans cette optique que Kristen Hen-

dricks et Ciprian Manolescu développent une version Z{4Z-équivariante de l’homologie

de Heegaard Floer, pour une action involutive de Z{4Z en tant que sous-groupe engendré

par j P H dans Pinp2q (Hendricks et Manolescu, 2017). De plus, Stoffregen parvient à

décrire α, β, γ en terme de l’invariant d pour les sphères d’homologie (Stoffregen, 2020,

Corollaire 1.2.2). Une généralisation de cette correspondance pour toute variété de di-

mension 3 permettrait d’étendre la portée de l’homologie de Heegaard Floer, notamment

pour l’étude de nœuds et de leurs classes de concordance pour lesquels l’homologie de

Heegaard Floer produit des invariants intéressants (Ozsváth et Szabó, 2006 ; Hom, 2017 ;

Hom, 2021).

Ainsi, le problème d’existence de triangulations pour les variétés topologiques s’est

achevé grâce à des idées novatrices en topologie de basse dimension. Alors qu’en di-

mensions 4 et plus on ne peut compter sur le cadre structurel qu’offre une triangulation,

on peut en faire librement usage dans l’étude des variétés de dimension 3. Bien que

cette structure confère une certaine rigidité aux variétés de dimension 3, ces dernières

abondent en propriétés que l’on voudrait mieux comprendre. À cette fin, les outils que

nous avons étudiés dans ce mémoire s’avèrent prometteurs.
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